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近年 来 物理 实验 领域 的 快速 发 展 ， 使 人 们 普遍 期 望 在 10~20 年 内 实现 规模 大 、 功 能 全 的 量子 计算 
机 硬件 。 然 而 ， 要 发 挥 量子 计算 的 超级 计算 能 力 ， 仅 仅 依靠 量子 硬件 是 不 够 的 ， 量 子 软件 也 必须 发 挥 
关键 作用 。 目 前 广泛 使 用 的 软件 开发 技术 不 能 直接 应 用 于 量子 计算 机 ， 经 典 世 界 和 量子 世界 的 本 质 差 
异 意 味 着 需要 新 的 技术 来 为 量子 计算 机 编程 。 


本 书 对 量子 编程 这 一 课题 进行 了 系统 和 详尽 的 探索 ， 将 研究 重点 放 在 不 同 量子 编程 语言 和 技术 所 
广泛 使 用 的 基础 概念 、 方 法 和 数学 工具 上 。 全 书 从 量子 力学 和 量子 计算 的 基础 概念 开始 ， 详 细 介 绍 了 
多 种 量子 程序 结构 和 一 系列 量子 编程 模型 。 此 外 ， 还 系统 地 讨论 了 量子 程序 的 语义 、 逻 辑 和 分 析 与 验 
证 技术 。 


本 书 特色 


。 系统 性 地 阐释 量子 编程 理论 ， 一 步 步 揭 开 量子 计算 的 神秘 面纱 。 
。 包含 许多 用 于 开发 、 分 析 和 验证 量子 程序 和 量子 加 密 协议 的 方法 、 技 术 和 工具 ， 对 于 学 术 界 和 
工业 界 的 研究 者 和 开发 人 员 都 极 具 价值 。 

函 盖 量 子 力 学 、 数 学 和 计算 机 科学 的 相关 预备 知识 ， 并 指出 其 在 量子 工程 和 物理 学 中 的 潜在 应 
用 ， 呈 现 了 量子 编程 的 跨 学 科 特 性 。 
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作者 简介 


应 明生 
( Mingsheng Ying ) 


“长 江 学 者 奖励 计划 ”特聘 教授 ， 中 青年 有 
突出 贡献 专家 。 清 华 大 学 计算 机 科学 与 技术 系 智 
能 技术 与 系统 国家 重点 实验 室 教 授 ， 中 国 科 学 院 
软件 研究 所 研究 员 、 学 术 副 所 长 。 悉 尼 科 技 大 学 
杰出 教授 ， 量 子 计算 与 智能 系统 中 心 研究 主管 。 
曾 获 中 国 青 年 科技 奖 ， 教 育 部 自然 科学 一 等 奖 ， 
中 国 计 算 机 学 会 王选 奖 一 等 奖 。 


应 教授 的 研究 领域 包括 量子 计算 、 程 序 设 
计 语 言 的 语义 学 以 及 人 工 智能 中 的 逻辑 。 他 为 量 
子 程序 建立 了 包括 部 分 正确 性 与 完全 正确 性 的 
Floyd-Hoare 型 逻辑 ， 特 别 是 证 明了 其 ( 相对 ) 
完备 性 。 他 将 高 级 量子 控制 结构 引入 量子 语言 
中 ， 以 更 加 严格 、 完 整 和 系统 的 形式 推出 了 量子 
case 结 构 、 量 子 递归 结构 、 二 次 量子 化 、 量 子 程 
序 又 加 等 一 系列 概念 。 


此 外 ， 他 还 是 《Topology in Process 
Calculus: Approximate Correctness and 
Infinite Evolution of Concurrent Programs》 
( Springer，2001 ) 一 书 的 作者 。 


Ke 


美国 南 卡 罗莱 纳 大 学 计算 机 系 在 读 博 士 ， 
于 重庆 大 学 大 数据 与 软件 学 院 获 得 学 士 、 硕 士 学 
位 。 研 究 方向 主要 包括 量子 编程 、 量 子 仿真 等 ， 
开发 了 颇具 特色 的 量子 仿真 平台 <QuQ> 并 与 IBM 
量子 云 连通 。 期 待人 类 社会 进入 量子 信息 时 代 。 


向 宏 


重庆 大 学 教授 ,任职 于 大 数据 与 软件 学 
院 。 早 年 留学 加 拿 大 ， 被 希 尔 伯 特 的 魔 笛 所 诱 
惑 ， 虽 惊叹 于 几何 公理 化 之 美 ， 但 哥 德 尔 那 条 
永恒 的 金 带 紧 紧 捡 住 了 薛 定 谓 之 猫 ， 更 加 让 人 
如 痴 如 醉 。 遂 与 同仁 一 道 准 备 进入 这 个 全 新 而 
惊喜 不 断 的 天 地 。 


傅 酌 


重庆 大 学 教授 ， 任 职 于 大 数据 与 软件 学 院 ， 
澳大利亚 蒙 纳 士 大 学 访问 学 者 。 对 量子 系统 的 兴 
趣 源 于 人 们 对 其 奇异 表现 的 不 解 或 惊叹 ， 目 前 醉 
心 于 研究 量子 信息 系统 的 数学 语言 。 


向 涛 
重庆 大 学 教授 ， 任 职 于 计算 机 学 院 ， 教 育 部 
“新 世纪 优秀 人 才 支 持 计 划 ” 获 得 者 。 香 港 中 文 
大 学 、 香 港 城市 大 学 、 美 国 马 萨 诸 塞 大 学 访问 学 
者 。 承 担 近 20 项 国家 和 省 部 级 科研 项 目 ， 发 表 
SCI 论 文 70 余 篇 。 
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文艺 复兴 以 来 , 源远流长 的 科学 精神 和 逐步 形成 的 学 术 规范 , 使 西方 国家 在 自然 科学 的 
各 个 领域 取得 了 垄断 性 的 优势 ; 也 正 是 这 样 的 优势 , 使 美国 在 信息 技术 发 展 的 六 十 多 年 间 名 
家 辈出 、 独 领 风 骚 。 在 商业 化 的 进程 中 , 美国 的 产业 界 与 教育 界 越 来 越 紧密 地 结合 , 计算 机 
学 科 中 的 许多 泰山 北斗 同时 身 处 科研 和 教学 的 最 前 线 , 由 此 而 产生 的 经 典 科学 著作 , AME 
划 了 研究 的 范畴 , 还 揭示 了 学 术 的 源 变 , 既 遵循 学 术 规 范 ， 又 自 有 学 者 个 性 , 其 价值 并 不 会 
因 年 月 的 流逝 而 减退 。 

近年 , 在 全 球 信息 化 大 潮 的 推动 下 , 我 国 的 计算 机 产业 发 展 迅猛 , 对 专业 人 才 的 需求 日 
益 迫 切 。 这 对 计算 机 教育 界 和 出 版 界 都 既是 机 遇 , 也 是 挑战 ; 而 专业 教材 的 建设 在 教育 战略 
上 显得 举足轻重 。 在 我 国信 息 技术 发 展 时 间 较 短 的 现状 下 , 美国 等 发 达 国家 在 其 计算 机 科学 
发 展 的 几 十 年 间 积 淀 和 发 展 的 经 典 教材 仍 有 许多 值得 借鉴 之 处 。 因 此 , 引进 一 批 国外 优秀 计 
算 机 教材 将 对 我 国 计 算 机 教育 事业 的 发 展 起 到 积极 的 推动 作用 , 也 是 与 世界 接轨 、 建 设 真正 
的 世界 一 流 大 学 的 必由之路 。 

机 械 工业 出 版 社 华章 公司 较 早 意 识 到 “出 版 要 为 教育 服务 ”。 自 1998 年 开始 , 我 们 就 将 工 
作 重 点 放 在 了 遂 选 、 移 译 国外 优秀 教材 上 。 经 过 多 年 的 不 懈 努 力 , 我 们 与 Pearson、McGraw- 
Hill, Elsevier. MIT. John Wiley & Sons. Cengage 等 世界 著名 出 版 公司 建立 了 良好 的 合作 
关系 ， 从 它们 现 有 的 数 百 种 教材 中 甄选 出 Andrew S. Tanenbaum, Bjarne Stroustrup, Brian 
W. Kernighan, Dennis Ritchie, Jim Gray、Afred V. Aho, John E. Hopcroft Jeffrey D. Ull- 
man, Abraham Silberschatz, William Stallings, Donald E. Knuth, John L. Hennessy, Larry 
L. Peterson 等 大 师 名 家 的 一 批 经 典 作品 ， 以 “计算 机 科学 丛书 ”为 总 称 出 版 ， 供 读者 学 习 、 
研究 及 珍藏 。 大理石 纹理 的 封面 , 也 正体 现 了 这 套 从 书 的 品位 和 格调 。 

“计算 机 科学 丛书 ”的 出 版 工作 得 到 了 国内 外 学 者 的 易 力 相助 , 国内 的 专家 不 仅 提 供 了 
中 肯 的 选 题 指导 , 还 不 辞 劳苦 地 担任 了 翻译 和 审 校 的 工作 ; 而 原 书 的 作者 也 相当 关注 其 作品 
在 中 国 的 传播 ， 有 的 还 专门 为 其 书 的 中 译本 作 序 。 迄 今 , “计算 机 科学 从 书 ” 已 经 出 版 了 近 
500 个 品种 , 这 些 书籍 在 读者 中 树立 了 良好 的 口碑 , 并 被 许多 高 校 采 用 为 正式 教材 和 参考 书 
籍 。 其 影印 版 “经 典 原版 书库 ”作为 姊妹 篇 也 被 越 来 越 多 实施 双语 教学 的 学 校 所 采用 。 

权威 的 作者 、 经 典 的 教材 、 一 流 的 译 者 、 严 格 的 审 校 、 精 细 的 编辑 ,这 些 因素 使 我 们 的 
图 书 有 了 质量 的 保证 。 随 着 计算 机 科学 与 技术 专业 学 科 建 设 的 不 断 完 善 和 教材 改革 的 逐渐 
深化 , 教育 界 对 国外 计算 机 教材 的 需求 和 应 用 都 将 步 入 一 个 新 的 阶段 , 我 们 的 目标 是 尽 善 尽 
美 , 而 反馈 的 意见 正 是 我 们 达到 这 一 终极 目标 的 重要 帮助 。 华 章 公司 欢 迎 老 师 和 读者 对 我 们 
的 工作 提出 建议 或 给 予 指正 , 我 们 的 联系 方法 如 下 : 

华章 网 站 : www.hzbook.com 

电子 邮件 : hzjsj@hzbook.com 

联系 电话 : (010)88379604 

联系 地 址 : 北京 市 西城 区 百 万 庄 南 街 1 号 

邮政 编码 : 100037 
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从 20 世纪 末 到 21 世纪 初 , 中 国学 术 界 发 生 了 很 多 事情 , 其 中 有 一 个 小 小 的 扰动 , 就 是 
量子 计算 的 新 发 展 引 起 了 学 术 界 的 关注 。 多 位 元 老 级 人 物 亲 自 披挂 上 阵 , 在 国内 兴起 了 一 股 
量子 计算 热 。 例 如 夏 培 肃 院士 亲自 编写 了 量子 计算 的 入 门 讲义 , 徐 家 福 先生 亲自 在 南大 组 织 
讨论 班 , 带领 年 轻 教 师 攻 关 。 前 辈 们 的 亲 力 亲 为 给 我 们 很 大 的 鼓舞 , 我 也 开始 学 习 夏 先生 的 
讲义 。 现 在 想起 来 , 这 股 量子 计算 热 很 大 程度 上 是 由 于 Shor 发 表 了 著名 的 量子 大 数 分 解 算 
法 , 使 很 多 人 一 下 子 爱 上 了 量子 计算 。 当 时 我 与 应 明生 教授 有 一 些 学 术 上 的 交流 和 讨论 , 在 
此 过 程 中 我 了 解 到 他 不 仅 关心 量子 计算 , 而 且 已 经 真 刀 真 枪 地 动手 干 了 。 应 教授 没有 去 做 量 
子 算法 , 而 是 在 量子 可 计算 性 理论 方面 开辟 了 一 个 新 战场 。 上 世纪 末 , 量子 可 计算 性 ,特别 
是 量子 自动 机 研究 ， 已 经 引起 人 们 的 注意 。 其 中 有 Moore 和 Cruchfield 的 题 为 “量子 自动 
机 和 量子 文法 ”的 文章 , 开辟 了 Hilbert 空间 上 的 量子 自动 机 研究 ; 还 有 Kondacs、Watrous 
和 Ambainis 等 人 建立 在 (ARL) 图 灵 带 上 的 量子 自动 机 研究 ; 而 应 教授 则 以 “基于 量子 
逻辑 的 自动 机 理论 ”为 题 发 表 了 系列 文章 , 形成 了 量子 自动 机 的 第 三 种 理论 和 风格 , 并 引领 
了 许多 后 续 工 作 ， 和 前 两 种 理论 并 立 , 三 分 天 下 成 易 足 。 不 过 , 应 教授 并 没有 把 他 在 量子 可 
计算 性 理论 方面 的 工作 , 以 及 其 他 许多 和 量子 计算 有 关 的 工作 写 进 本 书 中 , 甚至 也 没有 列 在 
书后 的 文献 中 。 这 是 为 了 将 主题 集中 于 量子 程序 设计 , 然而 工作 之 间 的 相关 性 实际 上 还 是 存 
在 的 。 

翻阅 本 书目 录 可 以 看 出 , 这 不 是 一 本 泛泛 集成 本 领域 成 果 的 综述 性 著作 , 而 是 一 本 以 领 
域 发 展 为 背景 , 阐述 作者 本 人 (也 包括 部 分 团队 成 员 ) 在 量子 程序 设计 领域 主要 成 果 的 专著 ， 
同时 也 展示 了 作者 对 该 领域 发 展 的 根本 观点 。 

本 世纪 初 的 前 后 几 年 间 , 量子 计算 研究 的 势头 还 真是 很 猛 。 正 如 书 中 1.1 节 所 概括 的 那 
样 , 三 波 研究 高 潮 接 中 而 来 。 第 一 波 是 各 类 量子 程序 设计 语言 (下面 简称 量子 语言 ) 的 兴起 ， 
第 二 波 是 这 些 语言 的 形式 语义 研究 , 第 三 波 则 是 量子 程序 的 分 析 和 验证 。 这 三 波 研究 大 体 上 
可 以 刻画 出 本 世纪 初 以 来 量子 程序 设计 研究 的 总 趋势 。 应 教授 及 其 团队 在 每 一 波 高 潮 中 都 
涌 起 了 属于 自己 的 浪花 。 根据 我 的 理解 ,量子 语言 中 的 高 级 量子 控制 结构 , 以 及 量子 形式 语 
义 和 量 子 程序 分 析 ， 正好 是 应 教授 的 三 个 主要 关注 点 ， 其 最 具 特 色 的 部 分 在 书 中 都 有 论述 。 
我 的 理解 能 力 有 限 ， 下 面 只 从 个 人 角度 说 一 说 使 我 印象 最 深 的 亮点 。 首先, 在 量子 语言 的 设 
计 方 面 ， 应 教授 在 引进 量子 计算 的 高 级 控制 结构 方面 的 努力 令 我 印象 最 深 。 在 传统 的 汉 。 
诺 依 曼 体 系 结构 中 , 运算 和 控制 是 计算 的 最 核心 部 分 。 然 而 , 在 量子 语言 的 发 展 过 程 中 , 这 
两 部 分 却 是 很 不 平衡 的 。 量 子 数据 的 处 理 是 每 一 种 量子 语言 的 必 备 功能 , 但 具备 量子 控制 
功能 的 语言 却 比较 罕见 。 不 少量 子 语言 都 以 量子 数据 + 经 典 控制 的 形式 登场 ,而 应 教授 的 
兴趣 和 精力 却 集 中 在 高 级 量子 控制 结构 方面 。 关于 这 个 问题 我 们 在 下 面 还 要 再 谈 。 其 次 , 在 
量子 语言 的 形式 语义 方面 , 应 教授 关于 量子 公理 语义 的 工作 可 能 最 值得 关注 。 其 背景 是 : 当 
人 们 思考 如 何 把 Floyd-Hoare 逻辑 和 Dijkstra 的 谓词 转换 器 推广 到 量子 情形 时 , D'Hondt 和 


Panangaden 出 人 意料 地 提出 可 以 用 符合 某 种 条 件 的 正 Hermite 算 子 定义 其 中 的 量子 谓词 。 
当时 有 不 少 研究 者 跟 进 这 个 新 思想 , 但 都 只 取得 了 部 分 进展 , 唯 有 应 教授 给 出 了 完整 的 量子 
Floyd-Hoare 公理 框架 , 包括 部 分 正确 性 和 完全 正确 性 两 个 方面 ,并 证 明了 它们 都 是 健康 和 
完备 的 , 使 该 项 研究 在 一 定 意义 上 达到 完美 。 该 成 果 成 为 不 久 前 美国 发 布 的 战略 报告 “Next 
Steps in Quantum Computing: Computer Science’s Roles” 中 提 到 的 唯一 一 项 华人 工作 。 最 后 ， 
在 量子 程序 分 析 和 验证 方面 , 我 向 读者 特别 推荐 作者 在 量子 马尔 可 夫 链 方面 的 工作 。 如 果 把 
一 个 量子 程序 的 执行 看 成 一 个 量子 马尔 可 夫 链 ， 则 程序 的 执行 能 否 终 止 就 和 量子 马尔 可 夫 
链 的 可 达 性 密切 相关 。 这 不 仅 在 量子 程序 的 分 析 和 验证 中 要 用 到 , 而 且 在 量子 语言 的 语义 描 
述 中 也 要 用 到 , 尤其 是 在 那些 高 级 量子 控制 结构 ,如 Q-while、Q-case、Q-loop、Q-recursion 
等 的 可 终止 性 分 析 中 要 用 到 。 作 者 为 此 引进 了 Hilbert 空间 中 量子 图 的 概念 , 证 明了 本 书 提 
出 的 高 级 量子 控制 结构 能 够 终止 的 充分 必要 条 件 。 对 于 本 书 的 许多 重要 成 果 来 说 , 这 项 工作 
是 奠基 性 的 。 


现在 我 们 回 到 上 面 列举 的 应 教授 工作 的 三 方面 亮点 中 尚未 展开 讨论 的 第 一 项 亮点 。 读 
者 应 该 已 经 注意 到 ， 本 书 中 最 关键 的 篇 幅 贡 献 给 了 如 何在 量子 语言 中 引进 高 级 量子 控制 结 
Ho 我 以 为 这 是 应 教授 对 量子 程序 设计 的 最 主要 贡献 , 是 上 述 三 大 亮点 中 最 大 的 亮点 。 必 须 
强调 , 这 项 工作 的 意义 不 仅仅 是 以 更 加 严格 、 完整 和 系统 的 形式 , 推出 了 量子 case 结构 、 量 
子弟 归结 构 、 二 次 量子 化 、 量 子 程序 又 加 等 一 系列 高 级 量子 控制 结构 的 概念 , 这 些 概念 在 前 
儿 年 已 经 由 作者 以 不 同 的 形式 陆续 发 表 了 。 它 的 最 重要 的 意义 可 能 在 于 打开 了 一 扇 窗 ， 让 
人 们 看 到 窗外 既是 光怪陆离 ,也 是 缤纷 多 彩 , 更 是 神秘 莫 测 的 量子 计算 世界 。100 多 年 前 的 
科学 大 师 第 一 次 打开 了 量子 世界 的 窗子 , 它 背 离 人 们 想象 力 的 程度 令 人 难以 置信 , 以 至 于 至 
今 人 类 还 没有 完全 搞 清 楚 它 的 奥妙 。 现 在 我 们 面临 的 是 量子 世界 里 的 又 一 扇 小 窗 ， 小 窗外 
是 深 不 可 测 的 量子 计算 世界 , 其 中 一 定 还 沉睡 着 大 量 的 秘密 。 事实 上 许多 问题 发 人 深思 。 例 
如 ， while, case, loop, recursion 这 些 控制 结构 最 初 都 来 自 经 典 程序 设计 , 是 借用 的 概念 。 是 
不 是 还 存在 不 带 经 典 痕迹 , 纯粹 来 自 量子 世界 客观 规律 的 新 型 量子 计算 控制 结构 ? (参见 第 
8 章 。 不妨 想 一 想 如 今 的 经 典 计算 控制 结构 是 如 何 完全 脱离 当初 汉 。 诺 依 曼 指令 结构 的 案 白 
的 。) 又 如 , 量子 (系统) 控制 理论 和 技术 已 是 一 门 比较 成 熟 的 学 科 , 而 且 还 在 发 展 之 中 。 它 
的 经 验 和 成 就 为 什么 不 能 借用 (移植) 到 量子 计算 中 来 , 使 量子 系统 控制 结构 成 为 量子 计算 
控制 结构 ? (当然 , 这 里 横着 一 条 分 割 连续 和 离散 控制 的 鸿沟 。 我 们 可 以 指望 Hamilton 量 能 
应 用 到 量子 计算 的 控制 结构 中 吗 ? 参见 8.8 节 , 不 过 是 反方 向 的 。) 再 如 , 目前 的 量子 计算 好 
像 还 没有 深入 量子 态 的 内 部 , 例如 尚未 精细 到 可 以 操纵 多 量子 多 纠缠 态 , 关于 量子 纠缠 单 配 
性 的 研究 好 像 还 停留 在 理论 阶段 。( 我 注意 到 已 经 有 人 在 探讨 这 个 问题 , 但 尚未 将 之 引入 量 
子 程序 设计 。 参见 8.6 节 。) 最 后 , 量子 程序 不 仅 用 于 计算 , 它 也 是 程序 分 析 的 对 象 , 诸如 模 
型 检验 这 一 类 工作 , 目前 也 在 很 大 程度 上 受 经 典 框架 的 影响 , 如 果 我 们 深入 研究 隐藏 在 小 窗 
外 的 量子 计算 世界 , 说 不 定 有 很 多 离 “ 经 ” 叛 “ 典 ”的 量子 程序 量子 分 析 方 法 会 被 发 现 ( 参 
JL 8.7 节 )。 


2002 年 , 设计 过 著名 的 Pascal 语言 的 Wirth 出 版 了 一 本 名 为 《Algorithm + Data Struc- 
ture = Program) KIB, 从 此 “算法 + 数据 结构 = 程序 ”的 说 法 在 计算 机 界 不 肥 而 走 , 成 为 
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言 。 如 果 把 这 句 话 翻译 成 量子 版 , 是否 就 应 该 说 “量子 算法 + 量子 数据 + 高 级 量子 控制 
结构 = 量子 程序 ”? 但 这 样 的 结果 , 用 普通 的 直译 方法 是 得 不 到 的 ， 因 为 其 中 “无 中 生 有 ” 
地 冒 出 了 “高 级 量子 控制 结构 ” 几 个 字 。 可 是 这 恰恰 体现 了 本 书 告诉 我 们 的 一 个 结论 : 经 典 
的 程序 设计 方法 学 是 不 能 简单 地 “翻译 ”成 量子 程序 设计 方法 学 的 , 至 少 因 为 高 级 量子 控制 
结构 是 一 道 迈 不 过 去 的 坎 。 

应 明生 教授 无 疑 是 量子 程序 设计 领域 “量子 数据 + 量子 控制 ”范式 的 领跑 者 ， 本 书 的 
出 版 就 是 一 个 极 好 的 例子 。 然 而 , 尽管 量子 控制 结构 对 于 量子 程序 设计 语言 那么 重要 , 我 们 
却 看 到 了 一 种 曲 高 和 寡 的 现象 。 在 查阅 资料 的 时 候 发 现 ， 讨 论 一般 量 子 系统 中 量子 控制 结 
构 的 文章 好 找 , 但 是 除了 应 教授 及 其 团队 的 工作 外 , 讨论 量子 程序 设计 语言 中 高 级 量子 控制 
结构 的 文章 却 窄 若 有 晨星。 最 近 几 年 新 出 炉 的 一 些 量子 程序 设计 语言 , 例如 QA Quipper 和 
QuMin, 绝 大 部 分 都 回避 了 量子 控制 结构 , 个别 有 量 子 控制 结构 的 如 Scaffold， 也 只 是 引进 
了 基于 量子 线路 的 量子 控制 命令 。 类 似 于 本 书 中 引进 的 . QuGCL 语言 所 含 的 高 级 量子 控制 
结构 的 工作 实 属 罕见 。 

这 是 由 于 什么 原因 呢 ? 是 由 于 物理 实现 的 困难 ? 还 是 由 于 形式 语义 说 明 的 困难 ? 是 由 于 
想 提升 量子 程序 设计 语言 对 传统 的 程序 员 和 软件 工程 师 的 吸引 力 ， 还 是 仅仅 由 于 不 愿意 放 
弃 经 典 高 级 程序 设计 语言 中 控制 结构 的 那 种 “ 美 ” 感 ? 我 的 感觉 是 : 可 能 是 有 关 的 决策 者 迫 
切 希望 看 到 实现 方便 和 使 用 方便 的 量子 语言 。 一 个 听 了 几 十 年 美食 宣传 , 却 一 直 不 能 亲口 品 
ZAR, 不 想 等 了 。 不管 是 什么 味道 , 先 来 一 口 再 说 。 

话说 回来 。 历史 经 验 表 明 ,， 先行 者 往往 是 孤独 的 , 但 这 也 仅仅 是 暂时 的 。 希 望 本 书 的 出 
版 能 像 报 春 的 梅花 、 送 春 的 燕子 , 为 高 级 量子 程序 设计 机 制 的 蓬勃 发 展 迎 来 春水 泛滥 、 春 潮 
涌 动 的 繁荣 局 面 。 这 正 是 作者 期 望 的 第 二 次 量子 革命 : 从 量子 理论 到 量子 工程 。 

非常 高 兴 应 明生 教授 的 专著 要 出 中 文 版 了 , 出 版 社 要 我 写 序 , 我 很 乐意 但 也 很 性 恐 地 接 
受 了 这 个 邀请 。 乐 意 是 因为 有 机 会 向 国内 读者 推荐 应 教授 这 本 引领 该 领域 研究 的 力作 , 而 性 
恐 则 是 因为 相对 于 真正 读 懂 这 本 书 , 我 的 知识 太 有 限 了 。 说 得 不 当 之 处 , 只 好 请 作者 和 读者 
ART o 
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Foundations of Quantum Programming 


从 软件 危机 到 硬件 危机 


距 今 半 个 多 世纪 的 1968 年 夏天 , 在 风景 如 画 的 德国 度假 小 镇 Garmisch, 来 自 北 大 西洋 
公约 组 织 (NATO) 的 西方 盟国 的 数 百名 顶尖 科学 家 济济 一 堂 。 但 他 们 的 心情 并 非 像 度假 那 
样 轻松 异 意 ,反而 是 心事 重重 。 把 这 些 科 学 家 聚集 在 一 起 的 原因 只 有 一 个 , 那 就 是 如 何 解 决 
从 上 世纪 60 年 代 初 就 日 益 显现 的 一 个 至 关 重 要 的 问题 : 随 着 信息 系统 越 来 越 复杂 , 软件 代 
码 越 来 越 庞大 , 软件 的 质量 却 越 来 越 堪忧 。 例 如 60 年 代 初 几 次 重大 软件 质量 事件 所 引发 的 
“软件 危机 ”。 

Garmisch 会 议 以 及 第 二 年 罗马 会 议 的 一 个 非凡 成 果 是 , “软件 工程 ”就 此 诞生 。 然而 , 半 
个 世纪 过 去 之 后 , 人 们 发 现 科学 家 当年 面 对 的 软件 系统 依然 面临 诸多 严峻 的 挑战 , 唯一 不 同 
的 是 , 现在 的 软件 变 得 更 为 复杂 。 最 近 发 生 的 波音 公司 737MAX 的 飞行 控制 软件 导致 的 灾 
难 性 后 果 就 是 一 个 明证 。 是 什么 原因 让 软件 的 质量 始终 无 法 让 人 放心 呢 ? 如 果 仔 细 翻 阅 当 年 
Garmisch 会 议 的 发 言 记录 就 会 发 现 , 科学 家 对 于 软件 编程 所 依靠 的 数学 模型 关注 不 多 , 只 有 
FRA. 难道 这 是 软件 质量 至 今 难以 让 人 满意 的 原因 之 一 ? 在 从 事 软件 工程 科研 及 教学 的 
过 程 当中 , 这 个 问题 一 直 莹 绕 在 我 们 的 脑海 里 。 这 也 是 当 我 们 读 到 应 明生 教授 这 本 专著 的 时 
候 , 被 其 优美 明快 的 数学 色彩 所 吸引 ,并 决心 把 它 翻 译 出 来 与 国内 有 志 者 共 赏 的 主要 原因 。 

诚然 , 如 果 我 们 现在 就 声称 人 类 社会 已 经 进入 “量子 软件 工程 > 时 代 , 似乎 有 点 为 时 尚 
早 。 但 如 果 人 们 在 量子 软件 编程 处 于 摇篮 时 期 , 就 对 量子 编程 所 涉及 的 数学 模型 给 予 足 够 重 
视 的 话 , 那么 将 来 量子 软件 工程 是 否 会 拥有 更 加 牢固 的 基石 呢 ? 

另 一 方面 , 尽管 现在 芯片 技术 仍然 在 不 断 推 陈 出 新 ，10 纳米 工艺 、7 纳米 工艺 、5 纳米 
TE... 但 一 个 不 可 和 否认 的 事实 是 ， 摩 尔 定律 即将 在 未 来 十 年 之 内 “ 挤 干 最 后 一 滴 柠檬 
汁 ”， 蝇 体 管 的 尺寸 必 将 进入 微观 世界 ， 并 将 接受 这 个 世界 的 物理 定律 一 一 量子 物理 的 控 
fil, REZ, WAKI CMOS 工艺 所 蕴含 的 “硬件 危机 ”并 非 危 言 答 听 。 

没有 人 能 够 准确 地 回答 未 来 人 类 社会 面临 更 加 迅猛 的 大 数据 与 人 工 智 能 的 冲击 之 时 , 是 
否 会 面临 更 加 严峻 的 “软件 危机 ”和 “硬件 危机 ”。 但 有 一 点 是 肯定 的 , 那 就 是 新 的 科学 技术 
依然 应 当 也 必须 建立 在 数学 的 基础 之 上 。 

“我 们 应 当知 道 , 我 们 必 将 知道 ”数学 之 王 大 卫 。 希 尔 伯 特 , 同时 也 是 量子 力学 数学 基 
础 的 黄 基 者 在 上 世纪 30 年 代 曾 经 自信 地 号 召 迷 茫 的 世人 。 这 , 是否 也 可 以 作为 有 志 于 从 事 
量子 软件 编程 理论 研究 的 人 的 座右铭 呢 ? 

最 后 我 们 想 强调 的 是 , 由 于 翻译 水 平 所 限 , 译 稿 中 难免 存在 一 些 廖 误 。 这 些 均 由 我 们 承 
担 , 而 与 作者 无 关 。 

本 书 的 翻译 工作 得 到 了 国家 重点 研发 计划 新 型 数据 保护 密码 算法 研究 (No.2017YFB080 
2000) 和 基于 国产 密码 算法 的 服务 认证 与 证 明 关 键 技 术 (No.2017YFB0802400) 的 大 力 支 持 ， 
在 此 一 并 致谢 。 

译 F 
2019 年 夏 
于 重庆 大 学 民主 湖畔 
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就 像 上 世纪 经 典 计算 机 改变 了 我 们 的 生活 一 样 ， 本 世纪 量子 计算 机 可 能 也 会 以 相同 的 
方式 改变 我 们 的 日 常生 活 。 
一 一 摘自 2012 年 诺 贝 尔 物理 学 奖 新 闻 稿 


相 较 于 现 有 的 计算 机 , 量子 计算 机 有 着 巨大 的 优势 。 政府 和 工业 界 都 在 该 领域 投入 了 大 
量 的 时 间 和 经 费 , 希望 能 够 研发 出 实用 的 量子 计算 机 。 近年 来 物理 实验 领域 的 快速 发 展 , 使 
人 们 普遍 期 望 在 10~20 年 内 实现 规模 大 、 功 能 全 的 量子 计算 机 硬件 。 然 而 , 要 发 挥 量子 计算 
的 超级 计算 能 力 , 仅仅 依靠 量子 硬件 显然 是 不 够 的 , 量子 软件 也 必须 发 挥 关键 作用 。 目 前 广 
泛 使 用 的 软件 开发 技术 不 能 直接 应 用 于 量子 计算 机 。 经 典 世界 和 量子 世界 的 本 质 差 异 意味 
着 需要 新 技术 来 为 量子 计算 机 编程 。 

关于 量子 编程 的 研究 早 在 1996 年 就 开始 了 , 在 之 后 的 20 年 中 , 丰富 的 研究 成 果 不 断 
出 现在 各 种 会 议 报告 和 期 刊 论文 中 。 另 一 方面 , 量子 编程 仍然 是 一 个 不 成 熟 的 课题 ， 它 的 知 
识 基 础 呈现 高 度 碎片 化 和 不 连贯 性 。 本 书 的 目的 就 是 对 量子 编程 这 一 课题 做 系统 和 详尽 的 
探索 。 

因为 量子 编程 仍 处 于 初级 发 展 阶段 ， 所 以 本 书 并 没有 将 重点 放 在 特定 的 量子 编程 语言 
RERE, 我 相信 这 些 特定 的 技术 和 语言 在 未 来 仍 会 面临 巨大 的 改变 。 取而代之 的 是 , 我 们 
将 重点 放 在 不 同 语言 和 技术 所 广泛 使 用 的 基础 概念 、 方 法 和 数学 工具 上 。 从 量子 力学 和 量 
子 计算 的 基础 概念 开始 , 本 书 详细 介绍 了 多 种 量子 程序 结构 和 一 系列 量子 编程 模型 , 它们 都 
能 够 有 效 地 利用 量子 计算 机 非 比 寻常 的 计算 能 力 。 此 外 , 我 们 还 系统 地 讨论 了 量子 程序 的 语 
义 、 逻 辑 和 分 析 与 验证 技术 。 

随 着 量子 计算 技术 方面 的 大 量 投资 和 快速 发 展 , 我 相信 在 未 来 的 10 年 间 会 有 越 来 越 多 
的 研究 者 加 入 量子 编程 这 一 激动 人 心 的 领域 , 他 们 需要 一 本 参考 书 来 作为 研究 工作 的 起 点 。 
同样 ， 越 来 越 多 的 大 学 也 会 开设 量子 编程 的 课程 ,老师 和 学 生 也 会 需要 一 本 参考 书 。 所 以 ， 
出 于 以 下 两 点 目的 , 我 决定 写 这 本 书 : 

。 为 未 来 该 领域 的 研究 者 提供 基础 。 

。 作 为 研究 生 或 高 年 级 本 科 生 课 程 的 教学 材料 。 
量子 编程 是 高 度 交 义学 科 。 新 加 入 该 领域 的 科研 人 员 , 尤其 是 学 生 , 通常 对 来 自 不 同学 科 的 
Fe RSA. 在 编写 这 本 书 时 ,我 尽 可 能 使 其 自 成 体系 ,并 明确 地 讲解 细节 ， 以 便 科 
研 人 员 和 广大 程序 员 都 能 够 无 障碍 地 阅读 。 

写作 本 书 给 了 我 一 个 机 会 来 系统 化 自己 对 量子 编程 的 看 法 。 另 一 方面 , 本 书 的 选 题 和 材 
料 是 根据 我 对 这 一 课题 的 理解 来 组 织 的 。 由 于 我 的 知识 水 平 有 限 , 本 书 正文 省 略 了 一 些 重要 
的 主题 。 作 为 补救 措施 , 本 书 最 后 的 “发 展 前 景 ” 一 章 对 这 些 主题 进行 了 简短 的 讨论 。 
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本 书 讨论 量子 信息 论 中 的 基本 事实 的 精确 数学 表示 和 证 明 ， 可 帮助 读者 全 面 理解 这 一 领域 的 关 
键 结论 、 证 明 技 术 和 方法 论 ， 进 而 将 其 应 用 到 不 同 的 研究 方向 。 
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作者 : Parag K. Lala 中 文 版 预计 2020 年 出 版 


本 书 以 清晰 和 实用 的 方式 介绍 量子 信息 处 理 系统 的 概念 和 工作 原理 ， 涵 盖 量 子 力学 基础 、 量 子 
信息 处 理 、 量 子 门 和 电路 、 量 子 误差 校正 、 量 子 算法 和 量子 密码 学 等 内 容 ， 不 要 求 具备 量子 力学 先 
验 知识 。 
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本 书 是 对 量子 计算 的 初级 概述 ， 涵 盖 量 子 位 元 、 量 子 纠缠 、 量 子 隐形 传 态 、 量 子 算法 等 主题 ， 
通过 一 些 简 单 的 例子 来 说 明 数 学 原理 ， 任 何 熟 悉 高 中 数学 知识 的 人 都 能 读 懂 。 


Picturing Quantum Processes 
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作者 ，Bob Coecke, Aleks Kissinger 中 文 版 预计 2020 年 出 版 


本 书 以 大 繁 至 简 的 图 解 方式 诠释 量子 过 程 和 原理 ， 辅 以 上 百 个 实例 和 习题 ， 通 俗 易 懂 ， 适 合作 
为 量子 信息 和 量子 计算 的 入 门 教材 。 
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量子 软件 工程 的 挑战 在 于 如 何 对 传统 的 软件 工程 进行 重新 设计 和 扩展 ， 使 得 程序 员 可 
以 像 操纵 传统 程序 一 样 对 量子 程序 进行 操纵 。 
一 一 Grand Challenges in Computing Research (2004) 20] 


量子 编程 主要 研究 如 何在 未 来 的 量子 计算 机 上 编程 , 包括 下 面 两 个 问题 : 

。 现 有 的 编程 方法 和 技术 如 何 扩展 到 量子 计算 机 上 ? 

o 什么 样 的 编程 方法 和 技术 可 以 有 效 利用 量子 计算 的 特有 能 力 ? 
因为 量子 系统 中 存在 奇异 的 特征 , 如 量子 信息 的 不 可 克隆 性 、 量 子 进程 之 间 的 纠缠 、 观测 结 
果 不 可 交换 曲 等 均 深 植 于 程序 变量 之 中 , 所 以 许多 在 传统 计算 机 编程 领域 取得 极 大 成 功 的 技 
术 难 以 迁移 到 量子 计算 机 上 。 更 重要 也 更 具 挑 战 性 的 问题 是 : 如 何 寻 找 抽象 的 编程 范式 和 编 
程 模型 等 才能 最 大 化 地 利用 量子 计算 的 特有 能 力 一 一 HTEO? 这 个 问题 并 不 能 从 传统 的 
编程 经 验 中 获得 启示 。 


1.1 量子 编程 研究 简 史 


量子 编程 的 概念 最 早 是 Knill OÆ 1996 年 提出 的 039]。 他 设计 了 量子 随机 访问 机 
(QRAM) 模型 , 并 提出 一 系列 编写 量子 伪 代 码 的 规定 。 在 接 下 来 的 20 年 中 , 量子 编程 的 研 
究 继 续 如 火 如 蔡 地 进行 , 主要 包括 以 下 几 个 方向 。 

1.1.1 ”量子 编程 语言 的 设计 

早期 研究 主要 集中 在 量子 编程 语言 的 设计 方面 。20 世纪 90 ERRA 21 世纪 初 ， 有 几 
种 高 级 量子 编程 语言 被 设计 出 来 。 例如 , Omer 077] 设计 了 第 一 个 量子 编程 语言 QCL, 此 外 ， 
他 还 实现 了 该 语言 的 模拟 器 。Sanders 和 Zuliani 0191241 基于 Dijkstra 卫 式 命令 语言 提出 了 


量子 编程 语言 qGCL。Bettelli 等 人 [39 对 C++ 进行 了 扩展 , 并 实现 了 一 个 用 于 量子 编程 的 
C++ 库 。 将 经 典 程序 控制 流 与 量子 数据 相 结 合 ，Selinger 094 定义 了 第 一 个 函数 式 量子 编 





测量 结果 的 不 可 交换 性 来 源 于 “不 确定 性 原理 ”(uncertainty principle), 该 原理 由 海 森 堡 (Heisenberg) F 
1927 年 提出 , 是 量子 力学 的 一 个 基本 原理 。 它 表明 粒子 的 位 置 与 动量 不 可 同时 被 确定 , 一 个 微观 粒子 的 某 些 物 
理 量 , 不 可 能 同时 具有 确定 的 数值 。 一 一 译 者 注 

经 典 计 算 机 在 单 核 CPU 上 执行 并 行 任务 , 实质 上 是 将 任务 循环 执行 , 每 个 任务 只 执行 一 小 段 时 间 , BY CPU 
中 的 一 个 核 只 能 在 同一 时 间 执 行 一 项 任务 。 这 并 不 是 “真正 的 并 行 ”。 而 量子 却 能 依靠 倒 加 特性 , 同时 对 多 个 输 
入 进行 处 理 ， 从 而 实现 真正 意义 上 的 并 行 。 一 一 译 者 注 

© Emanuel Knill，1984 年 于 马萨诸塞 大 学 获得 物理 学 学 士 学 位 ，1991 年 于 科罗拉多 大 学 获得 数学 博士 学 
位 ，1995 至 2003 年 间 任 洛斯 * 阿拉 莫 斯 实 验 室 技术 研究 员 。 在 阿拉 莫 斯 实 验 室 工作 期 间 ， 提 出 量子 编程 
的 概念 。 目前 Knill 就 职 于 美国 国家 标准 与 技术 研究 院 (NIST)。 一 一 译 者 注 
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程 语言 QPL。 随 后 ,Altenkirch 和 Grattage 4] 引入 量子 控制 流 设 计 了 量子 函数 式 编 程 语言 
QML. Tafliovich 和 Hehner [08-209] 对 一 种 谓词 编程 语言 进行 了 量子 化 的 扩展 , 该 扩展 语言 
可 以 为 这 样 的 程序 开发 技术 提供 支持 ， 即 用 它 开 发 出 来 的 程序 所 执行 的 每 一 步 都 可 以 被 证 
明 是 正确 的 。 

最 近 , Green 等 人 [106] 和 Abhari 等 人 B 分 别 设 计 了 两 个 通用 的 、 可 扩展 的 量子 编程 语 
言 Quipper 和 Scaffold, 并 开发 了 它们 的 编译 器 。Lapets 等 人 [5 设计 了 领域 专用 的 量子 编 
程 语言 QuaFL。 除 此 之 外 ，Wecker 和 Svore 2153 开发 了 量子 软件 体系 结构 LIQUI))O, 并 提 
供 了 内 置 于 F# 的 量子 编程 语言 。 

1.1.2 ”量子 编程 语言 的 语义 

编程 语言 的 形式 语义 是 对 该 语言 的 严格 数学 描述 ， 以 便 能 够 对 该 语言 语法 之 下 的 本 质 
有 精确 而 深刻 的 理解 。 一 些 量子 编程 语言 的 操作 语义 或 指称 语义 在 定义 的 时 候 就 已 经 提供 
T, 比如 qGCL、QPL 和 QML. 

人 们 提出 了 两 种 量子 程序 谓词 转换 语义 的 思路 。 第 一 种 是 Sanders 和 Zuliani 093 在 设 
计 qGCL 的 时 候 提出 的 : 通过 观测 (测量 ) 步骤 ,将 量子 计算 归 约 为 概率 计算 ， 这 样 为 概 
率 程序 开发 的 谓词 转换 语义 就 可 以 移植 到 量子 程序 中 来 。 第 二 种 是 D'Hondt 和 Panangaden 
70) 设计 的 , 它 将 量子 谓词 定义 为 由 特征 值 所 属 单位 区 间 内 的 厄 米 算 子 所 表示 的 物理 可 观测 
量 。 针 对 一 类 称 为 投影 算 子 的 特殊 量子 谓词 , 文献 [225] 对 量子 谓词 转换 语义 做 了 进一步 研 
究 。 人 们 将 注意 力 集中 于 投影 谓词 ， 是 因为 它 允 许 使 用 Bitkhoff-von Neumann 量子 逻辑 42 
中 丰富 的 数学 工具 去 建立 各 种 量子 程序 的 健壮 性 条 件 。 

人 们 还 对 一 些 量子 计算 的 技术 进行 了 研究 , 这 些 技术 往往 是 抽象 的 , 与 具体 的 编程 语言 
无 关 。Abramsky 和 Coeck 回 提出 了 一 种 基于 量子 力学 基本 假设 的 范畴 论 公 式 , 我 们 可 以 用 
它 来 对 量子 程序 和 通信 协议 (比如 隐形 传 态 ) 进行 优美 的 描述 。 

该 领域 近来 的 进展 如 下 。 基于 Girard L101 发明 的 , 并 由 Abramsky、Haghverdi 和 Scott!” 
进一步 范式 化 的 交互 几何 , Hasuo 和 Hoshino 15 提出 了 一 种 包含 递归 的 函数 式 量子 编程 语 
义 模型 。 Pagani、 Selinger 和 Valiron [178] 为 这 种 函数 式 编程 语言 设计 了 一 种 指称 语义 , 这 类 量 
子 编程 语言 带 有 递归 特性 , 以 及 根据 线性 逻辑 量化 语义 构造 出 来 的 无 限 数据 类 型 。Jacobs023] 
对 量子 编程 中 的 块 状 结构 进行 了 范畴 式 的 公理 化 描述 。Staton [206] 提出 了 一 种 可 以 对 量子 
程序 进行 公式 化 推理 的 代数 语义 框架 。 


1.1.3 ”量子 程序 的 验证 和 分 析 


与 量子 世界 相 比 ， 人 类 的 直观 感受 与 经 典 世界 更 加 契合 。 而 这 恰恰 意味 着 , 相 比 在 经 典 
计算 机 上 进行 编程 , 人 们 在 量子 计算 机 上 进行 编程 可 能 会 出 现 更 多 的 错误 。 因 此 , 对 量子 程 
序 的 验证 技术 进行 研究 至 关 重 要 。Baltag 和 Smets [80 对 量子 系统 中 的 信息 流 进行 了 动态 逻 





© LIQUi|) 是 一 套 完整 的 软件 体系 结构 ， 是 量子 计算 的 工具 包 。 它 能 够 向 用 户 提供 一 个 仿真 环境 , 将 使 用 高 级 编 
程 语言 编写 的 量子 算法 运行 在 仿真 的 量子 计算 机 上 。 该 项 目 由 QuArc (Quantum Architectures and Com- 
putation Group) 研究 小 组 研发 , 该 小 组 隶属 于 微软 研究 院 。 一 一 译 者 注 
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辑 的 形式 化 描述 。Brunet 和 Jorrand [59 介绍 了 一 种 使 用 Bitkhoff-von Neumann 量子 逻辑 对 
量子 程序 进行 推理 的 方法 。Chadha、Mateus 和 Sernadas 5? 提出 一 种 Floyd-Hoare 体系 的 
证 明 系 统 来 对 那些 只 允许 边界 迭代 的 命令 式 量子 系 统 进行 推理 。Feng 等 人 82 提出 了 一 些 
有 用 的 证 明 法 则 用 于 对 纯粹 的 量子 程序 进行 推理 。 文献 [221] 开发 了 满足 完备 性 的 量子 程序 
中 局 部 和 整体 正确 性 的 Floyd-Hoare 逻辑 。 

在 实现 和 优化 程序 的 过 程 中 , 程序 分 析 技 术 非 常 有 用 。 文献 [227] 率先 对 量子 程序 终止 
性 分 析 进 行 了 研究 , 它 研究 了 以 和 绿 正 变 换 作为 循环 体 的 基于 测量 的 量子 循环 。 文献 [234] 使 
用 量子 马尔 可 夫 链 的 语义 模型 对 一 般 性 量子 循环 的 可 终止 性 进行 了 研究 。 文献 [234] 也 证 明 
T. 可 以 通过 量子 态 和 可 观测 量 之 间 的 Schrédinger-Heisenberg 对 侦 性 将 证 明 概 率 性 程序 属 
性 的 Sharir-Pnueli-Hart 方法 20 进行 扩展 , 使 其 在 量子 程序 中 也 同样 适用 。 这 一 研究 思路 
在 文献 [152-153,235-236,238] 中 得 以 延续 , 它们 均 基 于 量子 马尔 可 夫 决 策 过 程 的 可 达 性 分 析 
对 不 确定 性 和 并 发 性 量子 程序 的 可 终止 性 进行 了 研究 。Jorrand 和 Perdrix 12 提出 了 另 一 
类 量子 程序 分 析 技 术 , 他 们 揭示 了 如 何 将 抽象 解释 技术 应 用 到 量子 程序 中 。 
1.2 ”量子 编程 的 方法 

很 自然 地 , 对 量子 编程 的 研究 是 从 将 经 典 程序 设计 模型 、 方 法 和 技术 扩展 到 量子 领域 开 
始 的 。 正 如 1.1 ATR, 相关 研究 人 员 已 经 设计 了 命令 式 和 函数 式 量子 编程 语言 并 对 许多 
经 典 程序 的 语义 模型 、 验 证 和 分 析 技 术 进 行 了 扩展 , 使 其 可 以 适用 于 量子 编程 。 

量子 编程 的 最 终 目的 是 最 大 限度 地 发 挥 量子 计算 机 的 计算 能 力 。 相 较 于 现 有 的 计算 机 ， 
量子 计算 机 的 主要 优势 来 源 于 它 的 并 行 性 一 一 量子 又 加 态 , 以 及 由 此 衍生 出 来 的 诸如 量子 


纠缠 的 概念 。 所 以 , 量子 编程 中 的 一 个 关键 问题 就 是 如 何 将 量子 并 行 性 的 优势 与 现 有 的 传统 
编程 模型 进行 结合 。 在 我 看 来 , 可 以 通过 如 下 两 种 登 加 范式 来 解决 这 个 问题 。 


1.2.1 ”数据 又 加 一 一 带 经 典 控制 的 量子 程序 


数据 登 加 范式 的 主要 思路 是 引入 一 类 可 以 操控 量子 数据 的 程序 结构 ,比如 么 正 变换 、 量 
子 测量 等 ,但 是 , 使 用 这 类 范式 的 量子 程序 的 控制 流 与 经 典 编程 中 的 控制 流 非常 相似 。 举 例 来 
说 , 在 经 典 编程 中 , 一 般 用 于 定义 控制 流 的 基本 程序 结构 是 条 件 语句 (if…then:…else…fi)， 
或 者 更 具 一 般 性 的 case 语句 : 
if(Oi - G; — P;)fi 1) 
对 于 任意 的 i, TEF P 由 布尔 表达 式 G; 所 控制 ， 且 只 有 当 Gi Æ true 的 时 候 才 会 执行 
Pyro MAK (1.1) 的 一 个 很 自然 的 量子 化 扩展 是 基于 测量 的 case 语句 : 


if(Oi- M[q] = mi > P.)fi (1.2) 


其 中 q 是 量子 变量 ，M 是 对 q 进行 的 测量 操作 ，mi1,… ,m 是 测量 M 所 有 可 能 的 结果 。 
对 于 任意 的 i, Pi 都 是 一 个 量子 子 程序 。 该 语句 会 根据 测量 M 的 结果 选择 一 条 命令 去 执行 : 
如 果 输 出 是 m;， 那么 会 执行 相应 的 程序 P。 因 为 是 根据 经 典 信息 一 一 量子 测量 的 结果 来 
选择 需要 执行 的 程序 的 , 所 以 我 们 将 上 述 过 程 称 为 使 用 经 典 控制 的 量子 编程 。 因 此 , 可 以 基 
于 这 类 case 语句 对 量子 编程 中 其 他 的 程序 结构 (比如 循环 和 递归 ) 的 控制 流 进行 定义 。 
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因为 输入 的 数据 和 程序 计算 的 都 是 量子 数据 , 即 数据 又 加 , 但 程序 本 身 不 允许 又 加 , 所 Le] 


以 我 们 将 上 述 编程 范式 称 为 数据 又 加 范式 。 因 为 程序 中 的 数据 流 是 量子 的 , 但 是 控制 流 仍然 
是 经 典 的 , 所 以 Selinger 将 这 类 范式 精准 地 描述 为 “量子 数据 , 经 典 控 制 ”[94。 

目前 关于 量子 编程 的 主要 研究 方向 是 数据 又 加 范式 ,该 范式 使 用 经 典 控 制 流 对 量子 编 
程 进行 处 理 。 
1.2.2 ”程序 到 加 一 一 带 量子 控制 的 量子 程序 


受 量子 游 走 的 结构 [9,19] 启发 ,人们 发 现 还 可 以 用 一 类 在 本 质 上 与 数据 又 加 范式 完全 不 
” 同 的 方法 P3233] 定义 量子 编程 中 的 case 语句 一 一 由 量子 “硬币 ”控制 的 量子 case 语句 : 


qiflc](Di: |i) > Pi)fiq (1.3) 


其 中 |i) 是 外 部 “硬币 ”系统 c 的 状态 希 尔 伯 特 空间 的 一 组 标准 正 交 基 , 根据 “硬币 ”空间 |i) 
的 基态 来 选择 子 程序 P 去 执行 。 因 为 态 是 可 以 登 加 的 ， 所 以 这 是 量子 信息 而 非 经 典 信息 。 
此 外 , 我 们 可 以 定义 量子 选择 : 


IC] (e li) > ri) £ Cle]; qiffc](Di - |i) > Pi)fiq (1.4) 


直观 上 而 言 , 量子 选择 (1.4) Hat REN” A C 构造 子 程序 P, , Pr TRANS 
加 态 , 然后 再 执行 量子 case 语句 。 在 量子 case 语句 的 执行 过 程 中 , 每 一 个 子 程序 P; 都 在 自 
己 的 执行 路 径 上 独立 运行 , 且 它 们 各 自 的 执行 路 径 都 包含 于 Pi, Pa PAKM BMA 
我 们 可 以 基于 这 类 量子 case 语句 和 量子 选择 对 一 些 新 的 量子 程序 结构 进行 定义 ， 比 如 量子 
递归 。 

我 们 将 这 类 量子 编程 方法 称 为 程序 全 加 范式 。 从 量子 case 语句 和 量子 选择 中 可 以 发 现 ， 
程序 登 加 范式 中 的 控制 流 具 有 天 然 的 量子 特性 。 所 以 ， 可 以 将 这 类 范式 描述 为 “量子 数据 ， 
ETRA O. 

必须 承认 , 这 种 范式 还 处 于 发 展 的 初级 阶段 , 还 有 一 系列 基础 性 的 问题 没有 解决 。 但 另 
一 方面 , 我 坚信 这 种 范式 引入 了 一 种 新 的 考虑 量子 编程 的 方法 , 这 种 方法 可 以 帮助 程序 员 进 
一 步 开拓 量子 计算 强大 的 计算 能 力 。 


1.3 ”全 书 结构 


这 本 书 以 从 数据 登 加 到 量子 登 加 为 线索 , 对 量子 编程 理论 基础 进行 了 系统 的 论述 。 本 书 
主要 介绍 命令 式 函数 编程 , 但 是 大 多 数 的 观点 和 技术 也 同样 可 以 推广 到 函数 式 量子 编程 中 。 
本 书 分 为 以 下 四 个 部 分 : 
。 第 一 部 分 包括 本 章 和 第 2 章 (预备 知识 )。 阅 读本 书 首先 需要 对 量子 力学 、 量 子 计 算 
和 编程 语言 有 大 致 的 了 解 。 第 2 章 对 量子 力学 和 量子 计算 所 需 的 基础 知识 进行 了 介 
H. 至 于 编程 语言 理论 , 建议 读者 查阅 标准 教科 书 , 如 [21,158,162,200]。 


文献 [14] 及 其 一 系列 的 附录 中 使 用 “量子 数据 , 量子 控制 ”这 一 标语 来 描述 的 一 类 量子 程序 的 设计 思路 与 此 处 
介绍 的 完全 不 同 。 
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。 第 二 部 分 研究 数据 又 加 范式 中 带 经 典 控制 的 量子 程序 ， 共 分 为 三 章 。 第 3 章 详细 地 
介绍 了 带 经 典 控制 (条件 语句 、 循环 和 递归 ) 的 量子 程序 的 语法 、 操 作 语 义 和 指 称 语 
义 。 第 4 章 介 绍 了 对 带 经 典 控制 的 量子 程序 的 正确 性 进行 推理 论证 的 逻辑 基础 。 第 5 
章 设 计 了 一 系列 用 于 分 析 带 经 典 控制 的 量子 程序 的 数学 工具 和 算法 技术 。 

。 第 三 部 分 研究 程序 又 加 范式 中 带 量子 控制 的 量子 程序 , 分 为 两 章 。 第 6 章 定 义 了 量 
F case 语句 和 量子 选择 及 其 语义 , 并 建立 了 一 套 可 以 对 包含 量子 case 语句 和 量子 选 
择 在 内 的 量子 程序 进行 推理 的 代数 法 则 。 第 7 章 举例 说 明了 如 何 使 用 量子 case 语句 
和 量子 选择 来 定义 带 量子 控制 的 递归 。 此 外 , 还 通过 二 次 量子 化 ( 即 一 类 处 理 可 能 包 
含 不 同 数量 粒子 的 量子 系统 的 数学 框架 ) 对 这 类 递归 的 语义 进行 了 定义 。 

。 第 四 部 分 由 独立 的 一 章 组 成 ,列举 了 几 个 在 量子 编程 方面 很 重要 却 没有 在 上 述 部 分 
提 及 的 问题 ， 并 指出 下 一 步 计划 研究 的 几 个 方向 。 

各 个 章节 之 间 的 依赖 关系 如 图 1.1 所 示 。 


第 1 章 引言 第 2 章 预备 知识 


| | 


第 3 章 量子 程序 的 语法 和 语义 


| 


第 4 章 量子 程序 的 逻辑 第 5 章 量子 程序 的 分 析 第 6 章 量子 case 语 名 


| 


第 7 章 量子 递归 
v 
图 1.1 章节 依赖 关系 


。 关 于 阅读 本 书 : 从 图 1.1 F, 我 们 发 现 可 以 通过 以 下 三 种 路 径 完成 对 本 书 的 阅读 : 
。 路径 1: 第 2 章 一 第 3 章 一 第 4 章 , 这 条 路 径 针对 对 量子 程序 的 逻辑 感 兴趣 的 
读者 。 
。 路 径 2: 第 2 章 一 第 3 章 一 第 5 章 , 这 条 路 径 针对 对 量子 程序 的 分 析 感 兴趣 的 
读者 。 
。 路径 3: 第 2 章 一 第 3 章 一 第 6 章 一 第 7 章 。 这 条 路 径 针 对 想 要 学 习 数据 全 加 
范式 和 程序 登 加 范式 的 量子 程序 结构 的 读者 。 
SR, 从头 到 尾 读 完 本 书 ， 读者 才能 得 到 一 幅 关 于 量子 编程 的 全 景 画 面 。 
。 教 学 建议 : 关于 量子 编程 的 短期 课程 可 以 基于 第 2 章 和 第 3 章 来 进行 教学 。 此 外 , 本 
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书 的 第 一 部 分 和 第 二 部 分 可 以 作为 本 科 生 或 者 研究 生 一 个 学 期 或 者 两 个 学 期 的 课程 
内 容 。 如 果 是 一 个 学 期 的 课程 , 那么 教学 安排 可 以 根据 前 面 介绍 的 前 两 条 路 径 之 一 进 
行 设计 。 因 为 带 量子 控制 的 量子 编程 理论 (程序 者 加 范式 ) 仍 处 于 发 展 的 初级 阶段 ， 
所 以 最 好 将 第 6 章 和 第 7 章 的 内 容 作为 研讨 班 的 材料 而 非 教学 课程 内 容 。 

。 练习 : 本 书 中 有 一 些 引 理 和 命题 的 证 明 留 作 练习 。 它 们 通常 都 不 太 难 , 通过 完成 这 些 
练习 , 读者 可 以 更 好 地 理解 相关 内 容 。 

。 研究 问 题 : 本 书 第 二 部 分 和 第 三 部 分 每 章 的 最 后 都 会 给 出 一 些 未 来 有 待 研究 的 问题 。 

。 文献 注解 : 第 2 章 到 第 7 章 的 最 后 一 节 都 是 文献 注解 , 给 出 了 引用 和 参考 文献 , 并 为 
接 下 来 的 阅读 提供 建议 。 本 书 最 后 提供 了 完整 的 参考 文献 , 包括 按照 首 字 母 排序 的 引 
用 文献 和 推荐 阅读 书目 的 列表 。 

。 勘误 : 我 很 乐意 收 到 关于 本 书 的 任何 意见 和 建议 。 如 果 你 找到 本 书 中 的 任何 问题 , 请 将 
这 些 错 误 信 息 通 过 E-mail 的 形式 发 送 给 Mingsheng. Ying@uts.edu.au 或 者 yingmsh@ : 
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第 2 章 | 


Foundations of Quantum Programming 


预备 知识 





本 章 将 对 全 书 使 用 的 量子 力学 和 量子 计算 的 基本 概念 与 符号 进行 介绍 。 
。 当然 ， 量子 编程 理论 是 基于 量子 力学 构建 的 。 所以, 2.1 节 介绍 了 量子 力学 的 希 尔 伯 
特 空间 表示 , 这 是 本 书 的 数学 基础 。 
。2.2 节 介 绍 了 量子 线路 。 纵 观 历史 , 几 个 主要 的 量子 算法 被 设计 出 来 的 时 候 还 没有 任 
何 量子 编程 语言 存在 。 所 以 通常 使 用 量子 线路 作为 计算 模型 来 对 这 些 量子 算法 进行 
描述 。 
。 2.3 节 介 绍 了 一 些 基 本 的 量子 算法 。 这 一 节 主 要 是 为 了 给 量子 程序 设计 提供 例子 , 而 
非 系统 地 阐述 量子 算法 。 因 此 本 节 并 不 会 介绍 太 多 复杂 的 量子 算法 。 
为 了 使 读者 能 够 尽快 进入 本 书 的 核心 内 容 一 一 量子 程序 设计 , 我 会 尽力 缩短 本 章 的 篇 
幅 。 因 此， 本章 列 举 的 材料 都 非常 简洁 。 初学 者 可 以 从 本 章 开始 学 习 , 但 同时 建议 阅读 [174] 
一 书 的 第 2、4、5、6 和 8 章 , 这 样 可 以 更 好 地 理解 本 章 所 介绍 的 概念 。 另 一 方面 , 如 果 读 者 
已 经 从 标准 教科 书 (例如 [174)) 学 习 过 这 些 材料 , 那么 建议 直接 跳 过 本 章 , 仅 将 本 章 用 于 符 
号 检索 。 


21 量子 力学 


量子 力学 是 一 门 基础 性 的 物理 学 科 , 主要 研究 原子 以 及 亚 原子 尺度 上 的 物理 现象 。 量子 
力学 的 一 般 形式 是 基于 四 个 基本 假设 来 进行 阐述 的 。 我 们 将 更 多 地 通过 数学 的 方式 来 对 这 
些 基 本 假设 进行 介绍 , 而 并 不 会 在 物理 学 上 对 它们 进行 过 多 解释 。 希望 这 样 做 可 以 为 读者 掌 
握 量 子 编程 提供 捷径 。 


2.1.1 RAS 


我 们 通常 将 希 尔 伯 特 空间 作为 量子 系统 的 状态 空间 。 它 是 基于 向 量 空间 的 概念 进行 定 
义 的 。 我 们 将 C 记 为 复数 的 集合 。 对 于 任意 一 个 复数 入 = a+b e C， 它 的 共 斩 复 数 为 
入 三 4 一 以 。 在 量子 力学 中 , 我 们 采用 狄 拉 克 符 号 代表 向 量 , 如 |p) 和 |w) 等 。 

定义 2.1.1 (4) 向 量 空间 是 一 个 非 空 的 集合 .和 多， 且 具 有 如 下 两 种 操作 : 

eo 向 量 加 法 十 : ++ 一 6。 

。 标量 乘法 . : C-HR 
它 还 满足 如 下 条 件 : 

(1) + 满足 交换 律 : 对 于 任意 的 |p), |v) E H, |v) + le) = |e) + |v) 

(2) + 满足 结合 律 : 对 于 任意 的 lo), |v), 1x) € H, lp) + d) + Ix)) = (le) + l¥)) + Ix) 

(3) + 具有 零 元 素 0， 称 为 零 向 量 ， 它 满足 : 对 于 任意 的 |p) E H,0+|y) = lpo 
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(4) 任意 的 |p) e H 都 有 逆向 量 一 |p), BA: |p) + (-|v)) = 0。 

(5) 对 于 任意 的 |p) € H, 有 1p) = lp) 

(6) 对 于 任意 的 |p) € Hr, u E C, A(uly)) = Auly)o 

(7) 对 于 任意 的 |p) € Hr, u EC, (A+ py) = Aly) 十 MP)。 

(8) 对 于 任意 的 |p),|w) E H,AEC, Aly) + |w)) = Aly) + Alp) 

还 需要 如 下 知识 来 帮助 我 们 更 好 地 理解 希 尔 伯 特 空间 的 概念 : 

定义 2.1.2 ”内 积 空间 是 指 具 有 内 积 的 向 量 空 间 H, 即 存在 一 种 映射 关系 


(|): x 2 C 


满足 如 下 条 件 : 对 于 任意 的 |p),|y), |i), |w2) E H, Ar, Av EC, 都 有 

(1) (ply) 20, 等 号 成 立 当 且 仅 当 |p) = 0。 

(2) (ly) = (wlp)*。 

(3) (plà + May2) = Ar (yi) + A2 (phy2)o 

对 于 任意 的 向 量 |p), |b) E 2, 我 们 称 复数 (ylwy) A |e) 和 |v) 的 内 积 。 有 时 候 也 将 
(eld) WA (|p), Y) WR (ylw) = 0, WAR |p) 和 |p) 是 正 交 的 , 并 记 为 lp) 上 |b). 向 量 
W) 的 长 度 为 : 

lol] = v wld) 

如 果 ||wj| = 1, 那么 称 它 为 单位 向 量 。 

极限 的 概念 可 以 从 向 量 长 度 的 角度 来 定义 。 

定义 2.1.3 A {lwn)} 是 一 列 属于 H 的 向 量 且 |Y) € Xo 

(1) 如 果 对 于 任意 的 e > 0， 都 存在 一 个 正 整 数 N 使 得 对 于 所 有 的 m,n > N 都 满足 
wm 一 wnl| <e, 那么 称 {|wn)} 为 柯 西 序列 。 

(2) 如 果 对 于 任意 的 e > 0， 都 存在 一 个 正 整 数 N 使 得 对 于 所 有 的 n > N 都 满足 
lyn — PI] <e 那么 称 |b) 为 {ldn)} HAR, HDA |p) = limao |wn)。 

现在 我 们 给 出 希 尔 伯 特 空间 的 定义 。 

定义 2.1.4 和 希 尔 伯 特 空间 是 一 个 完备 的 内 积 空间 ,， 即 在 这 个 内 积 空间 内 任何 一 个 柯 西 
序列 的 向 量 序列 都 有 极限 。 

希 尔 伯 特 空间 的 基 可 以 帮助 我 们 更 好 地 理解 希 尔 伯 特 空间 的 结构 。 本 书 中 , 我 们 仅 考 虑 
有 限 维 的 或 者 可 数 无 限 弓 维 (独立 ) 的 希 尔 伯 特 空间 。 

定义 2.1.5 ”一 个 有 限 或 者 可 数 无 限 的 单位 向 量 徐 {|wi)} 如 果 满 足 如 下 条 件 , 就 可 以 称 
AH 的 一 组 标准 正 交 基 : 

(1) {v 是 两 两 正 交 的 : 对 于 任意 的 ij Hits, MA Wi) 1 |w;)。 

(2) {lwi)} 可 以 扩展 成 整个 H 空间 : 任意 的 |b) E .各 ， 都 可 以 通过 线性 组 合 |Y) = 
Alvi) 进行 表示 ， 其 中 和 ;EC 且 |wi) 的 数量 是 有 限 的 。 





© “可 数 无 限 集 ”(Ccountable infinite set) 这 个 术语 代表 能 和 自然 数 集 本 身 一 一 对 应 的 集合 。 可 数 无 限 集 的 元 素 ， 
正如 其 名 , 是 “可 以 计数 ” 的 : 尽管 计数 可 能 永远 无 法 终止 , 但 集合 中 每 一 个 特定 的 元 素 都 将 对 应 一 个 自然 数 。 
例如 , {xr > 2} 是 不 可 数 无 限 集 , 而 {2, 4, 6, 8,10, ---, 2n, --- } 是 可 数 无 限 集 。 一 一 译 者 注 
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任意 两 组 标准 正 交 基 中 向 量 的 数量 是 相同 的 。 我 们 将 它 称 作 空间 W 的 维度 ， 并 记 为 
dim. 知 。 特 别 地 ， 如 果 一 组 标准 正 交 基 中 包含 无 数 个 向 量 , 那么 称 .办 的 维度 是 无 限 的， 并 
WA dim = co。 

在 量子 程序 设计 中 , 只 有 当 数 据 类 型 是 无 限 (比如 整数 ) 的 时 候 才 会 用 到 无 限 维度 的 希 
尔 伯 特 空间 。 如 果 读 者 觉得 无 限 维度 的 希 尔 伯 特 空间 以 及 相关 概念 〈 比 如 定义 2.1.3 中 的 极 
限 , 定义 2.1.6 中 的 闭 子 空间 ) 很 难 理解 的 话 ,那么 只 需要 理解 有 限 维 希 尔 伯 特 空间 并 掌握 
一 些 初等 线性 代数 的 知识 ， 就 能 够 理解 本 书 的 重点 。 

当 2 的 维度 有 限时 , 例如 dim. 和 =n, 假设 有 一 组 固定 的 标准 正 交 基 {|w1), |w2),… ， 
|%n)}， 那 么 所 有 属于 20 的 向 量 |w) = Di 和 Iwi) 都 可 以 通过 Co 中 的 向 量 来 表示 : 


Ai 
An 
子 空间 的 概念 对 于 理解 希 尔 伯 特 空间 也 非常 重要 。 
定义 2.1.6 4H 是 一 个 希 尔 伯 特 空间 。 
(1) 如 果 X CH, 并 且 对 于 任意 的 |p) Y) EX 和 EC， 都 满足 : 
(a) ly) + |v) € X 
(b) Alp) € X 
那么 就 称 X AH 的 子 空间 。 
(2) 对 于 每 一 个 X CH, EMMA KX XX 中 序列 {\dn)} 的 极限 limn oo 加) 的 
集合 。 
(3) wRX=X, WX AH 的 闭 子 空间 。 
对 于 任意 的 子 集 X c . 知 , 由 X 扩展 的 空间 : 


spanX = [Saw :n20,A.€C Bly) Ee X(t =1,--- m) (2.1) 
1 

是 包含 X 的 2 的 最 小 子 空间 。 换言之 , spanX 是 X 生成 的 0 的 子 空间 。 此 外 ,span 叉 
是 由 六 产生 的 闭 子 空间 。 

我 们 在 前 面 已 经 对 两 个 向 量 的 正 交 进 行 了 定义 。 对 其 进行 扩展 , 可 以 得 到 对 两 个 向 量 集 
合 之 间 正 交 关 系 的 定义 。 

定义 2.1.7 A H RÄ RAIEN. 

(1) 对 于 任意 的 XY C 和， 如 果 对 所 有 的 |p) E X,|v) EY KA |p) Lly), BAAR 
X 与 了 是 正 交 的 ,并 记 为 X LY., HA, WRX 只 有 一 个 元 素 {|wp)}, 那么 简单 地 记 作 
ly) LY. 

(2) 4X 是 .和 的 闭 子 空间 ， MACH ERA: 


X+ = {|p) € H: |p) LX} 


正 交 补 X+ 也 是 r 的 闭 子 空间 , 且 对 于 2? 的 任 一 闭 子 空间 都 有 (X+) =X. 


2È REAR 11 


EX 2.1.8 4H 是 一 个 希 尔 伯 特 空间 , X HY 是 它 的 两 个 子 空间 ， 那 么 
XY = {lp) + W): lp) EX E W)eEeY} 


AX KY 的 和 。 

可 以 将 上 述 定 义 直 接 扩展 到 多 个 H 的 子 空间 X 的 和 ot, Xi. 特别 地 ， 如果 Xi(1 < 
i < n) 与 其 他 子 空间 相互 正 交 , 那么 可 以 将 oX 称 为 正 交 和 。 

通过 上 述 准 备 工 作 , 我 们 可 以 对 量子 力学 第 一 基本 假设 进行 介绍 : 

。 量子 力学 第 一 基本 假设 : 可 以 用 希 尔 伯 特 空间 来 表示 一 个 封闭 ( 即 孤立 ) 的 量子 系统 

的 状态 空间 ， 且 这 个 系统 中 的 纯 态 人 9 可 以 通过 状态 空间 中 的 单位 向 量 来 描述 。 

通常 将 态 v) ,wn) 的 线性 组 合 V) = Di Aili) 称 为 这 些 态 的 又 加 态 , 复 系 数 Xi 
称 为 概率 幅 。 

例子 2.1.1 将 比特 的 概念 进行 量子 化 扩展 ， 可 以 得 到 量子 比特 的 概念 。 量 子 比 特 的 状 
态 空间 是 一 个 二 维 的 希 尔 伯 特 空间 : 


Ha = C? = {a|0) + |1) : a, B € C} 
Hy 的 内 积 可 以 这 样 定 义 : 
(a|0) + 811), a’|0) + P|1)) = ao*a’ + 6*p' 


对 于 所 有 的 aa, B, p EC 都 成 立 。 {|0),|1)} RH 的 一 组 标准 正 交 基 ， 通常 称 为 可 计算 基 
ko TAME |0),|1) 表示 为 : 

0 

1 


量子 比特 的 状态 可 以 通过 单位 向 量 V) = Ql0) 十 BI1) 来 描述 , 其 中 lol? 十 182 = 1。 下 面 两 个 
l0 +1) 1 lo)—|1) _ 1 


向 量 : 
= S L ¥ = 1 
Lane -各 | :| Se oe 4 
是 另 一 组 标准 正 交 基 。 它 们 都 是 |0) 和 |1) 的 又 加 态 。 二 维 希 尔 伯 特 空间 AH 也 可 以 被 视 作 
经 典 的 布尔 数据 类 型 的 量子 化 对 应 物 。 
例子 2.1.2 本 书 中 另 一 类 常用 的 希 尔 伯 特 空间 是 平方 可 求 和 序列 空间 : 











m=] X annj:anEC, 对 于 所 有 的 meZ，>， jon? <o ea | 


n=— 00 n= 一 00 


KP ZL 是 整数 集合 。36。 的 内 积 被 定义 为 : 


(2 An|n), >, cn) = x, ax al, 


也 一 一 OO n=—co 人 一 一 CO 





O iA (pure state) 由 一 个 统计 系 综 (ensemble) 所 构成 , 而 相对 于 纯 态 的 混 态 (mixed state) 则 可 以 分 解 为 两 
个 以 上 的 系 综 。 一 一 译 者 注 
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对 于 所 有 的 an, al, EC( 一 00 <n < œ) 都 成 立 。{|n) :n EZ} 是 一 组 标准 正 交 基 , AOR 
一 个 无 限 维 空间 。 可 以 将 这 个 希 尔 伯 特 空间 理解 为 经 典 的 整数 型 变量 的 量子 化 对 应 物 。 
练习 2.1.1 ”验证 上 述 两 个 例子 中 的 内 积 满足 定义 2.1.2 中 的 三 条 性 质 。 


2.1.2 ”线性 算 子 
在 上 一 节 中 我 们 研究 了 量子 系统 的 静态 描述 , 并 将 其 状态 空间 命名 为 希 尔 伯 特 空间 。 现 
在 我 们 继续 研究 如 何 对 动态 的 量子 系统 进行 描述 。 量 子 系统 的 演化 及 其 上 的 所 有 操作 都 可 
以 通过 希 尔 伯 特 空间 上 的 线性 算 子 来 描述 。 所 以 本 节 将 对 线性 算 子 及 其 矩阵 表示 进行 研究 。 
EX 2.1.9 4H fo H 是 项 尔 伯 特 空间 ， 映射 : 
A: H XH 


如 果 对 于 任意 的 y), Y) E H 和 入 EC 都 满足 如 下 人 条件 : 

(1) Allp) + 1%)) = Aly) + Aly) 

(2) A(A|¥)) = AAly) 
就 称 它 为 线性 算 子 。 - 

如 果 一 个 算 子 是 Z 到 它 自身 的 映射 , 那么 称 该 算 子 为 H 中 的 算 子 。 如 果 æ 中 的 一 
个 算 子 把 每 个 向 量 都 映射 成 这 个 向 量 本 身 , 那么 就 将 这 个 算 子 称 为 oF 中 的 单位 算 子 , 并 记 
E Les WR Z 中 的 一 个 算 子 把 每 个 向 量 都 映射 成 . 交 中 的 零 向 量 , 那么 就 将 这 个 算 子 称 
AH 中 的 零 算 子 , HEE 0ye。 对 于 任意 的 向 量 |p), |b) e .和 ,可 以 将 它们 的 外 积 定义 为 算 
F le) (vl: 

(lp) (wl))|x) = lle) 

对 于 所 有 的 |x) e 7 都 成 立 。 投 影 算 子 是 一 类 简单 且 实 用 的 算 子 。 令 XÆ L 的 一 个 闭 子 
空间 且 |w) e 3, 那么 存在 唯一 的 wo) EX 和 |y) e X+ 满足 : 


Ib) = |wo) + wi) 
将 向 量 |wo) 称 为 |w) 在 X 上 的 投影 并 记 作 |wo) = Px|v). 
定义 2.1.10 ”对 于 H 的 任意 闭 子 空间 X, 可 以 将 算 子 
Px :HX — X, |p) H+ Px|w) 
称 为 在 X 上 进行 的 投影 变换 。 
练习 2.1.2 证明 : 如 果 {|wi)} Æ X 的 一 组 标准 正 交 基 , 那么 Px =D, |vi) (vile 
本 书 只 考虑 有 界 算 子 。 有 界 算 子 的 定义 为 : 
定义 2.1.11 对 于 .和 上 的 算 子 4， 如 果 存 在 常数 C > 0 满足 : 
IAID > C- Ill 
对 于 所 有 的 Y) € .6 都 成 立 , 那么 称 该 算 子 是 有 界 的 。 可 以 将 算 子 4 的 范 数 定义 为 一 个 非 
RRO: 
|A|] =inf{C > 0: Alb] < C -lell 对 于 任意 的 pe H 都 成 立 } 


© inf 表示 下 确 界 , 即 最 大 下 界 。 一 一 译 者 注 
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HH 中 有 界 算 子 的 集合 记 为 L(A) 

有 限 维 希 尔 伯 特 空间 内 的 所 有 算 子 都 是 有 界 的 。 

在 通过 将 现 有 算 子 进行 组 合 来 产生 新 算 子 时 , 算 子 的 运算 法 则 很 有 用 。 我 们 可 以 自然 而 
然 地 将 算 子 的 加 法 、 标 量 乘 法 和 组 合 定义 为 : 对 于 任意 的 4,B e Z(H), A EC, |b) E W, 都 
有 


(A + B)|b) = Al) + Bld) 
(AA) lY) = A(AlY)) 
(BA)|p) = B(A|y)) 


练习 2.1.3 ”证 明 满足 加 法 和 标量 乘法 的 集合 O(H) 是 一 个 向 量 空间 。 

我 们 也 可 以 对 算 子 的 正定 性 以 及 多 个 算 子 之 间 的 序 和 距离 进行 定义 。 

定义 2.1.12 ”对 于 一 个 算 子 4 e LH), 如 果 满 足 对 于 所 有 的 态 |W) eH, (WIA) 都 
是 一 个 非 负 实数 ， 即 (AY) 0, 那么 就 称 这 个 算 子 是 正定 的 。 

定义 2.1.13 ”将 Lowner # C 定义 为 : 对 于 任意 的 ABE L(H)ACB 当 且 仅 当 
B-A=B+(-1)A 是 正定 的 。 

定义 2.1.14 FA BEL(H), 则 它们 之 间 的 距离 为 品 : 


d(A, B) = a || Alb) — Blv)|| (2.2) 


其 中 |b) 代表 了 H 中 所 有 的 纯 态 〈 即 单位 向 量 )。 
算 子 的 矩阵 表示 


有 限 维 希 尔 伯 特 空间 中 的 算 子 可 以 通过 矩阵 的 形式 表示 , 这 在 应 用 中 非常 方便 。 读者 在 
读 完 这 部 分 内 容 后 , 通过 类 比 之 前 学 过 的 初等 线性 代数 知识 , 可 以 更 好 地 理解 前 面 定义 的 那 
些 抽象 概念 。 

如 果 {|wi)} EW 的 一 组 标准 正 交 基 , 那么 算 子 A 就 由 A 作用 在 这 组 基 向 量 y) 上 的 
像 Albi) 唯一 确定 。 特别 地 , 当 .办 的 维度 ”是 有 限 的 情况 时 , 假设 有 一 组 固定 的 标准 正 交 
基 {|w1),… ,|wn)}， 那么 可 以 将 4 通过 一 个 n x n 的 复 矩 阵 来 表示 : 


Git ee Chin 


A= (aij )nxn = 


其 中 : 
aij = (Wil Al) = (Iwi), Als) 





© sup 表示 上 确 界 , 即 最 小 上 界 。 一 一 译 者 注 
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对 于 所 有 的 i,j = 1,… ,n 都 成 立 。 此 外 , BH 4 作用 在 向 量 W) = Di oily) € :和 上 的 
像 可 以 通过 矩阵 A = (aij )nxn 与 向 量 |b) 之 积 来 表示 : 


Ql By 


Alp) =A 
An Bn 


其 中 A = DF, aijQ; 对 于 所 有 的 i = 1 ,mn BRE. ANRH, Le 是 一 个 单位 矩阵 , Oe 
是 一 个 零 矩阵 ,如 果 有 : 


它们 的 外 积 是 矩阵 |p)(w| = (aij nxn 其 中 对 于 所 有 的 i,j = 1,… ,n 都 有 ai; = 0407. AB 
对 有 限 维 希 尔 伯 特 空间 的 算 子 及 其 矩阵 表示 不 做 区 分 。 | 

练习 2.1.4 证 明 在 有 限 维 希 尔 伯 特 空间 中 ， 算 子 的 加 法 、 标 量 乘 法 和 组 合 分 别 与 该 算 
子 矩 阵 表 示 的 加 法 、 标 量 磁 法 和 矩阵 乘法 是 等 价 的 。 


2.1.3 AEB 


2.1.1 节 介绍 了 量子 力学 第 一 基本 假设 , 该 假设 对 量子 系统 进行 了 静态 描述 。 本 节 中 , 我 
们 将 用 上 一 节 给 出 的 数学 工具 对 量子 系统 的 演化 进行 描述 。 

量子 系统 的 连续 时 间 演 化 是 通过 所 谓 的 醉 定 记 偏 微分 方程 描述 的 。 但 在 量子 计算 中 , 我 
们 通常 只 对 系统 的 离散 时 间 演 化 进行 研究 , 即 双 正 变换 。 对 于 任意 的 算 子 4 e LH) 在 空 
间 0 中 都 存在 唯一 的 线性 算 子 At, 满足 : 


(Aly), lv) = (lv), Atl) 


对 于 所 有 的 |), |b) € 0 都 成 立 。 我 们 将 算 子 At 称 为 4 的 伴随 算 子 。 特别 地 , 如果 n 维 希 
尔 伯 特 空间 中 的 一 个 算 子 是 通过 矩阵 4 = (aij) nxn 来 表示 的 ,那么 它 的 伴随 算 子 可 以 通过 
A We BST RR: 
At = (bi; nxn 
其 中 对 于 任意 的 i,j =1, ,n, 都 有 bij = ao 
定义 2.1.15 UEL(H) 是 一 个 有 界 算 子 。 如 果 U 的 伴随 算 子 与 它 的 逆 相同 ， 即 
UU =UUt = Lp 


MAU 为 么 正 变换 。 
所 有 的 么 正 变换 都 是 保 内 积 的 ， 即 


(Ule), UIV)) = (ely) 
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对 于 所 有 的 p) y) € 2 都 成 立 。 当 oH 的 空间 维度 有 限时 , UIU = Le 与 UUT = lye 是 等 
价 的 。 如 果 dim =n, 那么 H 中 的 乏 正 变换 可 以 通过 一 个 n xn MAIER U 来 表示 ， 
即 矩 阵 U 满足 ViU = 五 ， 其 中 pn 是 一 个 n 维 单位 矩阵 。 

下 面 这 条 引 理 给 出 一 种 定义 么 正 算 子 的 有 用 的 技术 : 

引 理 2.1.1 假设 Z 是 一 个 有 限 维 希 尔 伯 特 空间 且 . 是 它 的 一 个 闭 子 空间 。 如 果 线 
EF U: KH > KH ARAR, Bp 


(Ul), (Ul) = (ele) 


对 于 任意 的 o) ly) EX 都 成 立 , 那么 空间 和 6 中 存在 一 个 么 正 算 子 了 ， 它 是 对 算 子 U 在 
H 下 的 扩展 ， 即 VW) =U) 对 于 任意 的 |w) E .和 都 成 立 。 
练习 2.1.5 证明 引 理 2.1.1。 
现在 我 们 准备 介绍 量子 力学 第 二 基本 假设 : 
。 量子 力学 第 二 基本 假设 : 假设 一 个 封闭 的 量子 系统 ( 即 该 系统 和 外 部 环境 没有 交互 ) 
在 时 间 to 和 + 的 状态 分 别 为 Wo) 和 |b), 那么 它们 之 间 通 过 么 正 算 子 U 相互 关联 ， 
且 该 算 子 只 取决 于 时 间 to M t, 


l4) = Ulwo) 


下 面 两 个 简单 的 例子 可 以 帮助 读者 更 好 地 理解 这 个 基本 假设 。 


例子 2.1.3 Hadamard 变换 是 二 维 希 尔 伯 特 空 间 . 知 中 一 种 常见 的 作用 于 量子 比特 的 
么 正 算 子 : 





ge 
VO 


它 可 以 将 处 在 可 计算 基 矢 |0) 和 |1) 的 量子 比特 转换 为 全 加 态 : 


1 1 
af 


例子 2.1.4 令 大 是 一 个 整数 ， 那 么 可 以 在 无 限 维 希 尔 伯 特 空间 Ho 上 定义 i- 平移 算 
村 Ty 


H|0) = H 








1 
0 


Tx|n) = |n + k) 


对 于 所 有 的 ne Z 都 成 立 。 很 容易 验证 Th 是 一 个 么 正 算 子 。 特 别 地 ， 我 们 记 Tr =T 且 
TR 二 了 ,它们 可 以 将 一 个 粒子 从 当前 所 处 位 置 分 别 向 左 或 者 右 移 动 一 个 位 置 。 

读者 可 以 在 2.2 节 看 到 更 多 关于 勾 正 变换 的 例子 , 在 那里 么 正 变换 用 于 制备 量子 线路 中 
的 量子 逻辑 门 。 
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2.1.4 ”量子 测量 
通过 前 面 两 个 小 节 , 我 们 已 经 掌握 了 如 何 对 量子 系统 进行 静态 和 动态 的 描述 。 对 量子 系 
统 的 观测 是 通过 量子 测量 来 完成 的 。 量子 测量 的 定义 为 : 
。 量子 力学 第 三 基本 假设 : 对 状态 空间 为 © 的 量子 系统 进行 的 测量 可 以 通过 一 系列 
BF {Mm} C LW) 来 刻画 ， 且 这 些 算 子 满足 归 一 化 条 件 : 
T Mi Mm = Le (2.3) 


m 


其 中 Mm 称 为 测量 算 子 , 索引 m 代表 测量 时 可 能 得 到 的 结果 。 如 果 在 测量 之 前 的 一 
瞬间 , 这 个 量子 系统 的 状态 是 |w), 那么 对 于 任意 的 m, 测量 得 到 m 的 概率 为 : 


p(m) = ||[Mm|v)||? = (wIMi,Mmlw) (波恩 规则 ) 


该 系统 在 获得 测量 结果 m 之 后 的 状态 为 : 


_ Md) 
Wiad p(m) 


很 容易 发 现 , 归 一 化 条 件 (2.3) ROR ATMEL REZ A, plm) = 1. 
接 下 来 这 个 例子 可 以 帮助 读者 更 好 地 理解 上 述 假设 。 
例子 2.1.5 在 可 计算 基 矢 上 对 一 个 量子 比特 进行 测量 会 得 到 两 种 测量 结果 ,可 以 将 这 
类 测量 定义 为 测量 算 子 : 
Mo = |0)(0|, Mi = |1)(1| 


如 果 这 个 量子 比特 在 测量 之 前 处 于 |v) = al0) + G1), 那么 获得 测试 结果 为 0 的 概率 为 : 
p(0) = (IMi Moly) = (Moly) = lal? 


并 且 在 此 情况 下 , 测量 之 后 的 状态 为 : 


Moly) 
p(0) 


与 之 类 似 , 测量 结果 为 1 的 概率 为 p(1) = |6|?, 并 且 在 此 情况 下 , 测量 之 后 的 状态 为 |1)。 
投影 测量 


可 以 根据 厄 米 算 子 及 其 谱 分 解 来 定义 一 类 非常 有 用 的 测量 。 
定义 2.1.16 ”如 果 一 个 算 子 M ELW) 满足 : 





= |0) 


Mt=M 


MARE RIERA MBFEWHERE FRAT OMS. 
从 上 述 定义 可 以 看 出 一 个 算 子 P 成 为 投影 算 子 要 满足 这 样 的 条 件 : 对 于 R 的 某 一 闭 
子 空 间 X A P= Px 成 立 , 当 且 仅 当 P 是 厄 米 共 轿 的 且 P? =P. 
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可 以 用 基于 厄 米 算 子 的 谱 分 解 这 一 数学 概念 的 可 观测 量 来 构造 量子 测量 。 由 于 本 书 篇 
EAR, 我 们 仅 考 虑 有 限 维 希 尔 伯 特 空间 A 下 的 谱 分 解 @ (无 限 维 的 情况 需要 更 复杂 的 数 
学 原理 ; 参考 [182] 一 书 的 3.5 节 。 本 书 只 在 3.6 节 将 其 作为 数学 工具 来 证 明 一 个 技巧 性 的 
引 理 )。 

定义 2.1.17 

(1) FF AC LM) 的 特征 向 量 是 一 个 非 零 向 量 V) € H, 且 满 足 存在 入 E C 使 得 
Alb) = Aly) 成 立 ， 其 中 入 是 特征 向 量 |b) 所 对 应 的 特征 值 。 

(2) A 的 特征 值 的 集合 称 为 A 的 (点 ) 谱 ， 记 为 spec(4)。 

(3) 对 于 任意 的 特征 值 E spec(A), 集合 


{Iw) € Æ : Aly) = Alv)} 


RH 的 一 个 闭 子 空间 ， 将 该 空间 称 为 特征 值 入 对 应 的 特征 空间 。 
不 同 的 特征 值 Xi A Ao 所 对 应 的 特征 空间 是 正 交 的 。 可 观测 量 ( 即 厄 米 算 子 ) M 的 特征 
值 都 是 实数 。 此 外 还 可 以 将 M 的 谱 分 解 表 示 为 : 


w= } AG 
A€Espec( M) 
其 中 Py 是 在 入 对 应 的 特征 空间 上 的 投影 算 子 。 因 为 {Px : 入 € spec(M)} 中 所 有 测量 算 子 
P, 都 是 投影 算 子 ， 所 以 可 以 将 它 称 为 投影 测量 。 通 过 前 面 介 绍 的 量子 力学 第 三 基本 假设 可 
以 得 到 : 对 一 个 处 于 状态 |w) 的 系统 进行 测量 , 得 到 和 的 概率 为 : 





p(A) = (VIPI Pily) = (YIP2IY) = (HIP) (2.4) 
并 且 在 这 种 情况 下 , 测量 之 后 系统 的 状态 为 : 
Pa |W) (2.5) 
p(A) 


因为 所 有 可 能 的 测量 结果 Ac spec(M) 都 是 实数 , 所 以 可 以 对 M 在 状态 |v) 下 的 期 望 ( 平 
均值 ) 进行 计算 : 


(My= 和 pA) 


MEspec(M) 


= >》 AWP W) 
AEspec( M) 
=) >, APW) 
AEspec( M) 
=(vIMIy) 


可 以 看 出 , 对 于 给 定 的 状态 |b), 概率 (2.4) 和 测量 之 后 的 状态 (2.5) 由 投影 {Px} 唯一 确定 





© 谱 分 解 (spectral decompostion) 实际 上 是 将 算 子 对 角 化 ， 首 先 需要 计算 该 算 子 的 本 征 值 以 及 对 应 的 本 征 态 
(需要 归 一 化 ), 然后 对 不 同 本 征 值 与 本 征 态 的 外 积 进行 求 和 并 记 为 谱 分 解 的 结果 。 一 一 译 者 注 
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(而 不 是 M 本 身 )。 因 此 可 以 很 容易 地 得 到 , {P\} 是 正 交 投 影 算 子 的 一 个 完备 集 ， 即 满足 如 
下 条 件 的 算 子 的 集合 : 

: an=] A Ast 

0x 其 他 

e > 人 天 三 To 
简单 起 见 ， 有 时 将 正 交 投影 算 子 的 完备 集 称 为 投影 测量 。 一 种 特例 是 : 在 希 尔 伯 特 空间 的 一 
组 标准 正 交 基 {|i)} 上 进行 测量 , 其 中 对 于 所 有 的 i 都 有 P = lilij PIF 2.1.5 就 是 这 种 类 
型 的 测量 。 


2.1.5 ”和希 尔 伯 特 空间 的 张 量 积 


目前 , 我 们 只 对 单一 量子 系统 进行 了 研究 。 本 节 将 对 由 两 个 或 两 个 以 上 子 系统 构成 的 复 
合 系统 进行 研究 。 对 复合 系统 的 描述 是 基于 张 量 积 的 概念 进行 的 。 我 们 主要 对 有 限 维 希 尔 伯 
特 空间 的 张 量 积 进行 研究 。 

定义 2.1.18 4 H 是 希 尔 伯 特 空间 ，{|wij;)} 是 它 的 一 组 标准 正 交 基 ， 其 中 i = 
1,… ,no 我 们 将 具有 如 下 形式 元 素 的 集合 记 为 Z: 


lij Vain) = rj, BB njn) = rj.) B® lnia) 
Hli=1, ,mn) 的 张 量 积 是 一 个 以 B 作为 标准 正 交 基 的 希 尔 伯 特 空间 : 
Q) H = spanF 
从 式 (2.1) 可 以 得 出 , 可 以 将 任意 属于 Q 4 的 元 素 写 为 这 样 的 形式 : 
5 
Pha 


其 中 ， lPi) € Hi,- ng.) E Hy 且 OF, gn S C 对 于 任意 的 ye 都 成 立 。 此 外 可 
以 通过 线性 性 来 证 明 ， 上 述 定义 中 每 一 个 因子 空间 A 与 基 {|wi;,)} 的 选择 是 无 关 的 , 举例 
来 说 , 如 果 |i) = ee Oji Pija) € H (i=1,---,n), 那么 


l1) @ + @lp~n) = 2 any, +++ Onin keris ,pnjn) 
JI1， Im 


由 于 多 是 一 组 标准 正 交 基 , 所 以 @, 4 空间 中 的 向 量 加 法 、 标 量 乘法 和 内 积 就 可 以 很 自然 
地 定义 出 来 。 

本 书 中 我 们 有 时 需要 考虑 可 数 无 限 维 希 尔 伯 特 空间 的 张 量 积 。 令 {4} 是 可 数 无 限 希 尔 
BRT, 对 于 任意 的 ib li) 都 是 A 的 一 组 标准 正 交 基 。 记 所 有 A 中 基 向 量 的 张 量 
积 的 集合 为 : 


8 
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那么 多 是 一 个 有 限 集合 或 可 数 无 限 集合 ， 还 可 以 将 它 用 线性 向 量 的 形式 进行 表示 : B= 
{wn) :n= 0,1,…}。 可 以 将 {24} 的 张 量 积 定 义 为 以 B 作为 标准 正 交 基 的 希 尔 伯 特 空间 : 


Q£ = (Eee yO € C, 对 于 所 有 的 n > 0,5 leal? < 00 aaa) 


现在 我 们 可 以 对 量子 力学 第 四 基本 假设 进行 介绍 : 
。 量子 力学 第 四 基本 假设 : 复合 量子 系统 的 状态 空间 是 其 组 成 部 分 的 状态 空间 的 张 量 
积 。 

假设 S 是 由 51,… Sn 构成 的 复合 量子 系统 , 这 些 子 系统 的 状态 希 尔 伯 特 空间 分 别 为 
06，… ,6。 对 于 任意 的 1 < i < n, S; 的 态 为 |wi) e H, 那么 5 HAA BABA Wi, ,加 )。 
此 外 , S 也 可 能 是 几 个 直 积 态 的 又 加 (线性 组 合 )。 纠缠 是 量子 力学 中 最 有 趣 也 最 令 人 费解 的 
物理 现象 , 它 出 现 于 复合 系统 中 : 如 果 复 合 量子 系统 的 状态 不 能 通过 其 子 系统 状态 的 直 积 进 
行 表 示 , 那么 就 称 它 为 纠缠 。 纠 缠 现 象 是 经 典 世界 和 量子 世界 最 大 的 不 同 之 一 。 

例子 2.1.6 AA n 个 量子 比特 系统 的 状态 空间 为 : 


HE” = c? = | > az|z) : az EC 对 于 所 有 TE nr} 
rE{0,1}™ 
特别 地 ， 两 个 量子 比特 的 量子 系统 的 态 既 可 以 是 直 积 态 (比如 |00), |1)|+)), 也 可 以 是 纠缠 态 


(比如 贝尔 态 或 者 EPR 纠缠 对 ): 


TAR z000) +110), Igo) = -5 (101) + [10)) 
1 


\Bio) = z0% -11), lu) = z5 (01) — 110) 
因为 希 尔 伯 特 空间 的 张 量 积 也 是 希 尔 伯 特 空间 , PTT KR PARES. ZE 
变换 和 测量 进行 讨论 。 希 尔 伯 特 空间 的 张 量 积 中 有 一 类 特殊 的 算 子 : 
定义 2.1.19 “对 于 1 = 1,…,n, 令 Ai € GIR), 那么 这 些 算 子 的 张 量 积 是 算 子 
CO A; = Ay 8-8 An € (Bri HG), 该 算 子 可 以 通过 
(A1 8 +--+ Q An)|¥1,-** ,pn) = Aili) 8 --- @ An|Yn) 
及 其 线性 组 合 来 进行 定义 ， 其 中 对 于 任意 的 i 二 1,… ,n 都 有 lpi) E€ Ho 
然而 其 他 非 张 量 积 的 算 子 在 量子 计算 中 也 同样 重要 ,因为 它们 可 以 产生 量子 纠缠 。 
例子 2.1.7 双 量 子 比 特 系统 的 项 尔 伯 特 空间 Ge? = C4 中 的 受 控 非 门 ( 即 CNOT) 算 
FC 是 这 样 定义 的 : 
Cl00) = |00), C101) = |01), cllo) =|11), C111} = |10) 
或 者 可 以 通过 如 下 4x 4 的 矩阵 进行 等 价 描述 : 


D Ee Q 
一 O r © 
- O O O 
O = 2 9 
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它 可 以 将 直 积 态 转 化 为 纠缠 态 : 
C|+)|0) = Boo, Cl|+)|1)= bo, Cl—)|0)=f10, CC|-—)|1)= b1 
通过 投影 测量 实现 一 般 性 测量 


2.1.4 节 介绍 的 投影 测量 是 一 类 特殊 的 量子 测量 。 通 过 张 量 积 的 概念 可 以 证 明 : WRI 
许 引 入 一 个 附属 系统 , 那么 任意 的 量子 测量 都 可 以 通过 投影 测量 加 上 一 个 么 正 变换 来 实现 。 
令 M = {Mm} 是 希 尔 伯 特 空间 .jp 中 的 量子 测量 。 
。 引 入 一 个 新 的 希 尔 伯 特 空间 Hu = span{|m)}, 并 用 它 来 记录 M 所 有 可 能 的 测量 结 
果 。 
o 任意 选取 一 个 确定 的 态 |0) e Hr, FEAT: 


Um (|0)IW)) = > lm) Mm ly) 


对 于 任意 的 Y) e Z 都 成 立 。 很 容易 验证 Um 是 保 内 积 的 ,并 且 通 过 引 理 2.1.1 可 
以 将 它 扩展 为 属于 4,087 WAERT, 将 该 乏 正 算 子 也 记 为 Umo 

o 定义 在 Hy 2H 中 的 投影 测量 M = {Mm} HEM, = |m)(m| @ Le 对 于 所 有 的 
m 都 成 立 。 

那么 , 测量 M 可 以 通过 下 面 的 投影 测量 M MAERT Um 来 实现 : 

命题 2.1.1 4 |b) # 是 一 个 纯 态 。 

。 对 状态 |b) 执行 测量 M H, 测量 结果 为 m 的 概率 为 pulm), 测量 后 对 应 的 系统 的 

状态 为 |wm)。 

© 对 状态 |b) = Um(|0)|w)) 执行 测量 M 时 ,测量 结果 为 m 的 概率 为 prm), 测量 后 

对 应 的 系统 的 状态 为 m) 
那么 对 于 任意 的 m， 都 可 以 得 到 piz(m) = pmm), Ym) = |m)|wm)。 在 下 一 小 节 中 , 对 和 46 
中 的 混 态 进行 研究 时 也 会 得 到 类 似 的 结论 。 
练习 2.1.6 证明 命题 2.1.1。 
2.1.6 ”密度 算 子 

我 们 已 经 对 量子 力学 的 四 个 基本 假设 进行 了 学 习 , 但 它们 都 只 讨论 了 纯 态 的 情况 。 本 节 
将 对 这 些 基本 假设 进行 扩展 , 使 它们 在 混 态 的 情况 下 依然 适用 。 

有 些 时 候 我 们 并 不 清楚 量子 系统 所 处 的 态 , 但 知道 它 是 由 若干 纯 态 |w;) 及 其 相应 概率 
pi 构成 的 ,其 中 对 于 任意 的 i 都 有 Wi) e :和 ,pi > 0,0, pi = 1。 这 种 情况 下 可 以 使 用 密度 
算 子 对 其 进行 描述 。 我 们 称 {(|w;), pi)} 为 纯 态 或 者 泥 态 的 一 个 系 综 , 可 以 将 该 系 综 的 密度 算 
子 定义 为 : 

p= >》 pili) (vil (2.6) 
特别 地 , 可 以 将 纯 态 | 办 视 作 一 个 特殊 的 混 态 {(|w), 1)}, 它 的 密度 算 子 为 p = Wole 


也 可 以 用 另 一 种 方法 对 密度 算 子 进行 描述 。 虽然 描 述 的 方式 不 同 , 但 本 质 上 却 是 等 价 
的 。 
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定义 2.1.20 BHF AC L(A) Hie tr(A) 的 定义 为 : 


tr(A) = > (vil Ali) 


其 中 {V} 是 WH 的 一 组 标准 正 交 基 。 
可 以 证 明 tr(A) 与 基 {lw)} 的 选择 是 无 关 的 。 
定义 2.1.21 希 尔 伯 特 空间 H 中 的 密度 算 子 p 是 一 个 正定 算 子 ( 见 定义 2.1.12)， 且 
tr(p) = 1. 
该 定义 说 明 对 于 任意 的 混 态 {(|w),pi;)}， 由 式 (2.6) 定义 的 算 子 p 是 密度 算 子 。 反 过 来 ， 
对 于 任意 密度 算 子 p, 都 存在 一 个 (但 不 一 定 唯 一 ) 混 态 {(|wi),pi)} 满足 式 (2.6)。 
处 于 混 态 的 量子 系统 的 演化 和 测量 可 以 通过 密度 算 子 进行 优美 的 描述 : 
。 假设 一 个 封闭 的 量子 系统 从 时 间 to 到 + 的 演变 过 程 可 以 通过 to 时 间 的 乏 正 算 子 U 
来 描述 : |b) = Uyo), 其 中 lyo) 和 |b) 分 别 为 这 个 系统 在 时 间 to 和 的 状态 。 如 果 
这 个 系统 在 时 间 to 和 + 处 于 泥 态 po 和 p, AA: 


p=Up Ut (2.7) 
。 如 果 一 个 量子 系统 的 状态 在 测量 {Mm} 之 前 是 p, 那么 测量 得 到 m 的 概率 为 : 
p(m) = tr(Mi, Mmp) (2.8) 
在 此 情况 下 , 该 系统 测量 之 后 的 状态 为 : 


MmpM}, 
. p(m) 
练习 2.1.7 从 式 (2.6)、 量 子 力 学 基本 假设 一 和 二 ， 推 导出 式 (2.7)、(2.8) 和 (2.9). 
练习 2.1.8 A M 是 一 个 可 观测 量 (KHP) E {P :入 E spec(M)} 是 根据 M 定义 
的 投影 测量 。 证 明 在 混 态 p 下 的 M 的 期 望 为 : 


Pe (2.9) 


(M)p>= >. p(d)-A=tr(Mp) 
A€spec(M) 


约 化 密度 算 子 


通过 上 一 节 介绍 的 量子 力学 第 四 基本 假设 ,可 以 构建 复合 量子 系统 。 当 然 , 因为 复合 系 
统 的 状态 空间 是 其 子 系统 状态 空间 的 张 量 积 , 也 是 希 尔 伯 特 空间 , 所 以 可 以 对 复合 系统 的 混 
态 及 其 密度 算 子 进行 讨论 。 反 过 来 ， 我们 经 常 需要 对 复合 量子 系统 的 子 系统 的 状态 进行 描 
B®. 但 有 可 能 复合 系统 处 于 纯 态 , 它 的 一 些 子 系统 却 处 于 混 态 。 这 个 现象 是 量子 世界 和 经 典 
世界 的 另 一 明显 不 同 之 处 。 因此， 如 果 想 对 复合 量子 系统 的 子 系统 的 状态 进行 恰当 的 描述 ， 
必须 先 对 密度 算 子 的 概念 进行 介绍 。 

定义 2.1.22 令 5S 和 TT 是 两 个 量子 系统 , 它们 的 状态 空间 分 别 为 KH 和 Hp. RAT 
的 偏 迹 

trr = £(H5 ® Hr) > L(H) 
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可 以 通过 
tra (lp) Vl @ |) (C1) = (614) - |e) (YI 
及 其 线性 组 合 进行 定义 ， 其 中 ly), |v) E€ He E |), |C) EHT 
定义 2.1.23 Sp 是 属于 HOH HERAT. 系统 5S 的 约 化 密度 算 子 为 : 


ps = trr(p) 





从 直观 上 来 讲 , 当 复 合 系统 ST 的 状态 为 p 时 , 约 化 密度 算 子 ps 可 以 对 子 空间 5 的 状 
态 进行 描述 。 读 者 可 以 从 [174] 一 书 的 2.4.3 节 中 找到 更 详细 的 说 明 。 

练习 2.1.9 

。 什么 情况 下 空间 4,8 .和 多 PRA |v) 的 约 化 密度 算 子 pa = trB(|)(W|) 不 是 纯 态 ? 

e Ap Hrd Apd Ho 中 的 一 个 密度 算 子 , 它 是 否 满足 trc(trB(p)) = trBc(p)? 


2.1.7 ”量子 操作 


2.1.3 节 中 定义 的 么 正 变换 可 以 对 封闭 型 量子 系统 的 演变 进行 合理 的 描述 。 但 对 于 和 外 
界 有 交互 的 开放 式 的 量子 系统 , 比如 测量 , 就 需要 用 更 一 般 性 的 量子 操作 去 对 它 的 态 的 变化 
进行 描述 。 

通常 将 向 量 空间 L(A) ( 即 希 尔 伯 特 空间 0 中 有 界 算 子 的 空间 ) 中 的 线性 算 子 称 为 
H 中 的 超 算 子 。 为 了 定义 量子 操作 , 首先 需要 对 超 算 子 的 张 量 积 进行 介绍 。 

定义 2.1.24 4H fo 是 希 尔 伯 特 空间 。 对 于 任意 属于 H 的 超 算 子 8 和 属于 XK 
的 超 算 子 多 , EMNMKERECOF 是 在 空间 HOH 中 的 超 算 子 , 可 以 将 该 超 算 子 定义 为 : 
对 于 任意 Ce L(H®M#), it 


C= >》 ak(4k ® Br) (2.10) 
k 


其 中 对 于 所 有 的 k, WA Ak E€ L(H), BeEL(H), 那么 定义 : 


(6 @ F)(C) = >》 ar(E (Ax) ® F(Be)) 
k 


E 和 F 的 线性 关系 保证 了 COF 是 定义 明确 的 : (6 @ F)(C) BH (2.10) 中 Ay A Bk 
的 选择 无 关 。 

现在 我 们 开始 对 开放 型 量子 系统 的 演化 过 程 进 行 研究 。 将 量子 力学 第 二 基本 假设 进行 
一 般 性 推广 , 假设 一 个 系统 在 时 间 to 和 t 的 状态 分 别 为 p Alp’, 那么 它们 之 间 一 定 通 过 超 
AT 8 相互 关联 , 该 超 算 子 仅 依赖 于 时 间 to Al t, 


p = 6(p) 


可 以 将 时 间 to 和 t+ 之 间 的 动态 变化 视 为 一 个 物理 过 程 : p 是 这 个 过 程 开 始 之 前 的 状态 , p' 是 
这 个 过 程 结束 之 后 的 状态 。 接 下 来 这 个 定义 表明 超 算 子 是 刻画 这 一 过 程 的 恰当 的 模型 。 
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定义 2.1.25 “如果 和 希 尔 伯 特 空间 H 中 的 量子 操作 满足 如 下 的 条 件 ， 那么 该 量子 操作 
就 是 一 个 超 算 子 : 

(1) 对 于 任意 属于 . 知 的 密度 算 子 p 都 满足 trlE(p)] 和 tr(p) = 1。 

(2) (完备 正定 性 ) 对 于 任意 一 个 额外 的 希 尔 伯 特 空间 Hr, 假设 A 是 .Hh@ 中 的 
一 个 正定 算 子 , 那么 (JR @GE)(4) 满足 正定 性 , 其 中 Ir 是 LAR) 中 的 单位 算 子 ， 即 对 于 
任意 的 算 子 AC L(HR) 都 有 .IR(A) = A 成 立 。 

对 于 那些 将 量子 操作 作为 一 款 描 述 开放 型 量子 系统 中 状态 转换 的 数学 模型 的 讨论 ， 读 
者 可 以 参阅 文献 [174]。 接 下 来 的 两 个 例子 告诉 我 们 如 何 将 乏 正 变换 和 量子 测量 视 作 特 殊 的 
量子 操作 。 

例子 2.1.8 AU 是 希 尔 伯 特 空间 H 中 的 一 个 么 正 变换 。 定 义 : 


&(p) =U,Ut 


其 中 p 是 密度 算 子 。 那 么 B RH 中 的 量子 操作 。 
例子 2.1.9 4M ={Mm} 是 中 的 一 个 量子 测量 。 
(1) 对 于 任意 的 m， 以 及 任意 一 个 在 测量 之 前 状态 为 p HAR, 定义: 


En(p) = pmpm = MmpM" 


其 中 pm 是 测量 结果 为 m HRA, pm 是 测量 后 对 应 系统 的 状态 , 那么 En 是 一 个 量子 操作 。 
(2) 对 于 任意 在 测量 之 前 状态 为 p 的 系统 ， 只 要 忽略 测量 结果 ， 则 测量 后 系统 的 状态 
为 : 
&(p) = >》 Em() = >》 MmpM}, 


MAE 是 一 个 量子 操作 。 

量子 信息 论 中 通常 将 量子 操作 作为 通信 信道 的 数学 模型 。 为 了 读 取 中 间或 最 终 计算 结 
果 ， 量 子 程序 中 通常 既 包 含 么 正 变换 也 包含 量子 测量 ,因此 最 好 将 其 视 作 开放 式 量子 系统 。 
所 以 本 书 采 用 量子 操作 作为 定义 量子 程序 语义 的 主要 数学 工具 。 

这 里 给 出 的 量子 操作 的 抽象 定义 很 难 应 用 于 实际 。 幸运 的 是 , 通过 下 面 这 个 定理 可 以 将 
量子 操作 视 为 系统 与 环境 之 间 的 交互 ,并且 可 以 使 用 系统 本 身 的 算 子 而 非 超 算 子 来 对 它 进 
行 表示 ， 从 而 方便 对 该 量子 操作 进行 计算 。 

定理 2.1.1 ”下 列 叙 述 是 等 价 的 : 

(1) @ 是 希 尔 伯 特 空间 H 中 的 量子 操作 。 

(2) (系统 环境 模型 ) 存在 一 个 环境 系统 E, 其 希 尔 伯 特 空间 为 He, U 是 3 加 6 中 
的 么 正 变换 , 忆 是 向 .和 名 .和 的 闭 子 空间 做 投影 变换 的 投影 算 子 , MAA: 


&(p) = trg[PU(|eo) leo| ® p)Ut P] 


对 于 所 有 在 H 中 的 密度 算 子 p 都 成 立 ， 其 中 leo) 是 He 中 的 一 个 确定 的 态 。 
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(3) (Kraus 算 子 和 表示 ) AH 中 存在 一 个 有 限 或 者 可 数 无 限 的 算 子 集合 {E} 满足 
ELE, CI Ho 
&(p) = 2 EipE} 


对 于 所 有 在 H 中 的 密度 算 子 p 都 成 立 。 这 种 情况 下 ， 通 常 记 为 : 
e=) _EioE} 
这 个 定理 的 证 明 非常 复杂 , 有 兴趣 的 读者 可 以 在 [174] 一 书 的 第 8 章 中 找到 相关 内 容 。 


2.2 ”量子 线路 


前 一 节 介 绍 了 量子 力学 的 基本 框架 。 从 本 节 起 , 我 们 将 考虑 如 何 利 用 量子 系统 进行 计 
算 。 我 们 会 从 低层 次 的 量子 计算 机 模型 — 量子 线路 开始 介绍 。 


2.2.1 基本 定义 


经 典 计算 机 的 数字 电路 是 通过 依赖 布尔 变量 的 逻辑 门 实现 的 。 量 子 线路 是 数字 电路 的 
量子 对 应 物 。 粗 略 地 说 ， 它 由 量子 逻辑 门 构成 ,其 中 量子 逻辑 门 可 以 通过 2.1.3 节 定 义 的 么 
正 变换 进行 建 模 。 

我 们 将 量子 比特 变量 记 为 p,q, q1, q2,…，, 可 以 将 它们 想象 成 量子 线路 中 的 线 谱 。 不 同 量 
子 比 特 变量 的 序列 g 称 为 量子 寄存 器 。 有 时 变量 在 寄存 器 中 的 顺序 并 不 重要 , 那么 该 寄存 器 
与 其 量子 比特 变量 的 集合 是 等 价 的 。 所 以 可 以 将 集合 论 的 概念 应 用 于 在 寄存 器 上 : 


对 于 任意 的 量子 比特 变量 g 我 们 将 它 的 希 尔 伯 特 空间 记 为 A, 这 与 二 维 的 希 尔 伯 特 空间 
H 同 构 (参考 例子 2.1.1)。 此 外 ,对 于 量子 比特 变量 的 集合 V = {q1,… ,gn}, 或 者 量子 寄 
存 器 5= q1,… dns 将 由 量子 比特 q, ,gn 构成 的 复合 系统 的 状态 空间 记 为 : 
Hy = QR- Q Hy =H, 
geV i=1 
显然 , Ay 是 2” 维度 的 空间 。 我 们 知道 , 一 个 0 < xz < 2” 的 整数 可 以 由 n 个 比特 的 二 进 制 
B ri, ,zn € {0,1}" 表示 : 


R= > Xi oo 
i=1 
没 必要 对 整数 x 及 二 进 制 表示 进行 区 分 。 因 此 , 可 以 将 任意 4 中 的 纯 态 写作 : 
2 下 
|p) == > Qz|7) 
2=0 


其 中 {|z)} 称 为 A ERO . 





O 单一 量子 比特 的 可 计算 基 矢 (computational basis) 为 |0); |1), 两 个 量子 比特 的 可 计算 基 矢 为 |00), |01)， 
|10), |11). 译 者 注 
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定义 2 对 于 任意 的 正 整 数 ny, te RU 是 一 个 2” x 2” 的 % ESE, Ag= 915°°* ,dn 
是 一 个 量子 寄存 器 ,那么 


G=U[g 或 G=U[n,-::.a] 


称 为 n- 量 子 比 特 门 ， 并且 我 们 将 G 中 的 (量子 ) 变量 的 集合 记 为 qvar(G) = {q1,*… ,qn}。 
门 G=V 回 是 7 的 状态 空间 4 PIS ERR. RIEK ZEER U 作为 量子 门 时 ， 
通常 不 会 再 专门 提 到 量子 寄存 器 7。 
定义 2.2.2 ”量子 线路 实际 上 是 由 多 个 量子 门 构成 的 序列 : 


C=G1:…Gm 
HP m1, 且 G1,… ,Gm 是 量子 门 。C 中 变量 的 集合 为 : 
qvar(C) = U avar(G:) 
4=1 


在 前 两 个 定义 中 , 关于 量子 门 和 量子 线路 的 描述 与 经 典 电路 的 布尔 表达 式 非常 相似 , 并 
且 对 其 进行 代数 操作 很 方便 。 但 是 这 两 个 定义 的 展示 性 不 强 。 实际 上 , 也 可 以 通过 与 描述 经 
典 电路 相 类 似 的 方法 对 量子 线路 进行 描述 , 有 兴趣 的 读者 可 以 在 [174] 一 书 的 第 4 章 中 找到 
相关 内 容 ， 此 外 还 可 以 从 http://physics.unm.edu/CQuIC//Qcircuit/ 找 到 绘制 量子 线路 图 的 
宏 包 。 

让 我 们 看 看 量子 线路 C = Gi- Go 是 如 何 进 行 计算 的 。 假 设 qvar(C) = {gq1,… ,gn}， 
并 且 对 于 任意 的 门 都 满足 Gi = Ui[7;]， PRR: 是 5= q, ,gn 的 子 序列 且 Ui 是 空 
间 02, PREEK. 

。 如 果 线路 C 的 输入 状态 为 lu) < 阁 wsto， 那 么 输出 结果 为 : 


Cl) = Um Ui |) (2.11) 


其 中 对 于 任意 的 i, DU; = U; @ I BU 在 空间 me 中 的 柱 面 扩张 , A, 是 空间 Har, 
中 的 单位 算 子 。 注 意 在 式 (2.11) PH KEHE U, Um 的 使 用 顺序 与 电路 C 中 
G1,… ,Gm 的 顺序 相反 。 
e 更 一 般 地 ， 如 果 qvar(C) G V 是 一 个 量子 比特 变量 的 集合 ， 那 么 可 以 将 任意 的 态 
W) e H 写 为 如 下 形式 : 
Iw) = > oilpi)|G) 


其 中 yi) € Harala |G) € HEY \qvar(C)° 只 要 线路 C 中 输入 为 IY) 其 输出 结果 一 定 
是 : 
Cl = 2 ai(C|yi)) lci) 


C 的 线性 关系 保证 其 输出 的 定义 是 明确 的 。 
如 果 两 个 量子 线路 在 输入 相同 的 情况 下 , 输出 一 定 相同 , 那么 称 这 两 个 量子 线路 是 等 价 
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JEM 2.2.3 A Ci fe Co 是 两 个 量子 线路 ， 且 TY = qvar(C1) Uqvar(C2)。 如 果 对 于 任意 
的 |b) E€ MH, A: 
Cilh) = C2|v) (2.12) 


那么 C1 和 C2 是 等 价 的 并 记 为 C1 = C2。 
一 个 具有 n 个 输入 和 m 个 输出 的 经 典 线 路 , 实际 上 是 一 个 布尔 函数 : 


AOR ETUE a 


与 之 相似 , 一 个 满足 qvar(C) = {q1,… ,qn} 的 量子 线路 C 总 是 等 价 于 一 个 Hvat) PRIZ 
正 变换 或 者 一 个 2 x 2” 的 乏 正和 矩阵 。 可 以 从 式 (2.11) 中 得 出 这 个 结论 。 

最 后 , 为 了 构建 大 型 的 量子 线路 , 我 们 需要 对 量子 线路 的 合成 进行 介绍 。 

定义 2.2.4 令 01=G1…Gm L C = H- Hn 是 量子 线路 ,其 中 G1,… ,Gm 和 
Hi, ,Hn 都 是 量子 门 , 那么 它们 的 合成 是 如 下 串联 结构 : 


Cl1C2 = G1 ---GmHı--- Hn 


练习 2.2.1 

(1) 证 明 : 如 果 C1 = C2, 那么 对 于 任意 的 Y) E Hy FE BH V D qvar(C1)Uqvar(C2), 
式 (2.12) 都 成 立 。 

(2) 证 明 : 如 果 C1 = C2, 那么 CC, = CCa E CıC 一 CoC. 


2.2.2 ” 单 量子 比特 门 


在 介绍 了 量子 门 和 量子 线路 的 一 般 性 定义 之 后 , 本 节 将 介绍 一 些 例子 。 

最 简单 的 量子 门 是 单 量 子 比 特 门 。 它 可 以 通过 一 个 2 x 2 的 乏 正和 矩阵 来 表示 。 在 例 
子 2.1.3 中 的 Hadamard 门 就 是 一 类 单 量子 比特 门 。 下 面 是 其 他 一 些 在 量子 计算 中 常用 的 
单 量子 比特 门 。 

例子 2.2.1 

(1) 全 局 相 移 : 


其 中 a 是 实数 ， 且 : 


是 一 个 2 x 2 的 单位 矩阵 。 
(2) (相对 ) 相 移 : 


其 中 a REM. 特别 地 ， 有 : 
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(a) 相位 门 : 
(b) x/8 门 : 


例子 2.2.2 %4: 


1 0 i 0 6 =f 
显然 , RMA XI0) = |1), X|1) = |0)。 所 以 泡 利 矩阵 X 实际 上 是 一 个 非 门 。 
例子 2.2.3 ABARAT 2. 9. 2 轴 的 旋转 分 别 为 


’ Oy = = 








0 

ee cos5 -ising 
Rz(0) = cos z —isin 3% = 6 5 
an as 

cos atin” 

Be ge 2 

R,(@) = cos z! — isin 2Y = 9 9 

oS es 


—i0/2 0 
AT ETEA ERA T S ; 
Pa 2 0 ei9/2 


其 中 0 是 实数 。 

例子 2.2.3 给 出 的 量子 门 有 一 个 很 好 的 几何 解释 : 单 量子 比特 的 态 可 以 通过 布 洛 赫 球体 
中 的 向 量 进行 表示 。 在 该 态 上 执行 R.(9)、R,(9)、R.(0) 相当 于 将 它 分 别 以 z 轴 、y 轴 、z 轴 
为 轴 旋 转 9 角 。 读者 可 以 在 [174] 一 书 的 1.3.1 节 和 4.2 节 找 到 更 详细 的 资料 。 可 以 证 明 任 
何 单 量子 比特 门 都 可 以 通过 旋转 和 全 局 相 移 组 成 的 线路 来 表示 。 

练习 2.2.2 ”证 明 前 三 个 例子 中 的 矩阵 都 具有 人 么 正 性 。 
2.2.3 Z$] 

对 于 量子 计算 而 言 , 仅 有 单 量 子 比 特 门 还 不 够 。 本 节 中 , 我 们 将 介绍 一 种 重要 的 多 量子 
比特 门 一 一 受 控 门 。 

在 这 些 受 控 门 中 , 最 常用 的 是 CNOT 算 子 C (参考 例子 2.1.7)。 本 节 将 用 另 一 种 方式 对 
其 进行 描述 。 令 q 和 gs 是 量子 比特 变量 。 BA Clana] 是 两 量子 比特 门 , 其 中 q 是 控制 
量子 比特 , gs 是 目标 量子 比特 。 它 的 执行 方式 如 下 : 

C[q,g2]li1, i2) = |i1, i1 ® i2) 

其 中 ,iz € {0,1}, © ERCIS. MUR gi 为 |1), 那么 将 gz RH: 否则 ao 不 做 任何 
改变 。 通 过 对 CNOT 门 进行 简单 的 推广 , 我 们 有 : 


这 是 一 种 二 进 制 的 运算 , 等 同 于 “ 异 或 ”运算 。 规 则 是 两 个 序列 模 二 相 加 ， 即 两 个 序列 中 的 对 应 位 相 加 ,不 进 
位 , 相同 为 0, 不 同 为 1。 译 者 注 
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例子 2.2.4 AU 是 一 个 2x2 HAM, 那么 受 控 U 门 是 一 类 两 量子 比特 门 ， 其 
定义 如 下 : 
C(U)lq, gq2llii, i2) = |é1)U" lia) 


其 中 iiz € {0,1}. CHBEREA: 
To 
0 C 


其 中 了 工 是 一 个 2x2 的 单位 矩阵 ， 显 然 C=C(X)， 即 CNOT -Ati Xn, PXA 
泡 利 矩阵 。 
练习 2.2.3 SWAP 是 另 一 类 两 量子 比特 门 ， 其 定义 为 : 


C(U) = 





SWAP([q1, g2]|¢1, i2) = liz; i1) 


其 中 is,i2 € {0,1}. MAMREMS, EE aR ae SWAP 门 可 以 通过 
三 个 CNOT 门 来 实现 : 


SWAP|q1, g2] = Clqi, gq2]Cl[g2, q1]Clqi, q2] 


练习 2.2.4 证明 受 控 门 具有 如 下 属性 : 

(1) Clp, a] = H[a]C(Z)[p, qlHlql 

(2) C(Z)[p, a] = C(2)[g,n] 

(3) Hip] H [q]C[p, q]H |p| H[q] = Cla, p] 

(4) C(M(a))[p, q] = P(a)[p] 

(5) Clp, qlX [p|C[p, a] = X [p] X [a] 

(6) Clp, qlY [p|C[p, a] = Y [p] X [a] 

(7) Clp, q]Z[p]C]p, a] = Zl 

(8) Clp, gq]X[alClp, q] = X [q] 

(9) Clp, a]Y [glClp, a] = Z[p]Y [q] 

(10) C[p, glZ[glClp, q] = Z[p]Z[a] 

(11) Clip, q|T [p] = T[p|C\p, q] 

上 述 所 有 的 控制 门 都 是 两 量子 比特 门 。 实 际 上 ， 我 们 可 以 对 受 控 门 进行 更 一 般 性 的 
定义 : 

定义 2.2.5 $ P=pr ,pm 和 可 是 寄存 器 , 且 FNnag= 8。 如 果 G =U] -^È 
FI, 那么 以 5 作为 控制 量子 比特 并 以 了 作为 目标 量子 比特 的 受 控 线 路 CHU) 是 希 尔 伯 
特 空间 Hou 中 的 么 正 变换 。 可 以 将 其 定义 为 : 


= = Ove =o, =1 
C®)(U = 
SR | Dy) ”其 他 


FERH T= t ,tm E {0,1}" 和 |b) € 24 都 成 立 。 
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接 下 来 这 个 例子 介绍 了 一 类 三 量子 比特 受 控 门 。 
例子 2.2.5 AU 是 一 个 2x2 h4 EEE, ppd 为 量子 比特 变量 。 双 重 受 控 U 门 


C?(U) a CPi,p2) (U) 
空间 Hy, @ Hy, @ Hy PHL ERR. 对 于 所 有 的 tte € {0,1} E |b) E 2 RA: 


|t1, to, Y) t =0 Rt2=0 


CD yt Y = 
hi |t1,t2)U|p) ti =te=1 


特别 地 ， 我 们 将 双重 受 控 NOT 门 也 称 为 Toffoli 17. 

Toffoli 门 是 经 典 可 逆 计 算 旨 中 的 通用 门 。 只 需 稍 作 扩展 (按照 2.2.5 节 所 定义 的 方式 ) 就 
能 使 它 成 为 量子 计算 中 的 通用 门 。 此 外 , 在 量子 纠 错 中 也 会 经 常用 到 Toffoli 门 。 

练习 2.2.5 通过 如 下 等 式 将 多 个 受 控 门 组 成 一 个 新 的 控制 门 ， 请 对 这 些 等 式 进行 证 
明 : 

(1) C®)(CM(U)) = C®9(U) 

(2) C®)(U,)C® (Uz) = C®) (U1 U2) 

2.2.4 ”量子 多 路 复 用 器 

可 以 将 受 控 门 的 概念 进一步 扩展 为 多 路 复 用 器 号 。 本 节 中 , 我 们 将 介绍 量子 多 路 复 用 器 
的 概念 及 其 矩阵 表示 。 

对 于 经 典 计算 而 言 , 最 简单 的 多 路 复 用 器 是 条 件 语句 “if.…then:…else.…”: 4 “if” 4 
真 时 , 执行 “then” 后 面 的 语句 ; 当 “if” 为 假 时 , 执行 “else” 后 面 的 语句 。 条 件 语 句 可 以 通 
过 并 行 处 理 “then” 和 “else” 子 句 , 再 多 路 复 用 输出 结果 的 方式 来 实现 。 

量子 条 件 语 句 是 对 经 典 条件 语 句 的 量子 模拟 :“if” 之 后 的 条 件 (布尔 表达 式 ) 替换 为 一 
个 量子 比特 , 即 通过 量子 比特 的 基态 |1) 和 |0) 来 替换 真 值 true 和 false. 

例子 2.2.6 Ap 是 一 个 量子 变量 , 9 一 q1,… ,qn 是 一 个 量子 寄存 器 ， 且 令 Co = Volal 
和 Ci = U1[g] 是 量子 门 。 那 么 量子 条 件 语句 CoC 是 一 个 1 十 量子 比特 逻辑 门 ， 其 中 第 
一 个 量子 比特 p 是 选择 量子 比特 , 剩 下 的 n 个 量子 比特 了 则 是 数据 量子 比特 ， 其 定义 为 : 


(Co ® CD IY) = |i)Uily) 
对 于 任意 的 |b) € .和 ARMA, 其 中 iE {0,1}。 也 可 以 将 它 等 价 地 定义 为 矩阵 : 
Uo 0 | 
0 Uy 
在 例子 2.24 中 定义 的 受 控 门 是 一 类 特殊 的 量子 条 件 语句 : CU) = 了 T@U, HPI RH 
EE. 


Co ® C1 = 








输入 的 数量 和 输出 的 数量 一 致 , ERER A E AAR AR. 一 一 译 者 注 
O 多 路 复 用 器 是 一 种 设备 , 能 接收 多 个 输入 信号 , 按 每 个 输入 信号 的 可 恢复 方式 合成 单个 输出 信号 。 复 用 器 是 一 
种 综合 系统 , 通常 包含 一 定数 目的 数据 输入 , 有 一 个 单独 的 输出 。 译 者 注 
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量子 条 件 语句 和 经 典 条 件 语句 的 本 质 区 别 在 于 选择 量子 比特 不 仅 可 以 处 于 基态 |0) 和 
|11 也 可 以 处 于 又 加 态 : 


(Co ® C1)(Qol0) wo) + a1|1)\¥1)) = aol0)Colyo) + &1|1)U1 l1) 
对 于 任意 的 |wo), |w1) E HG 都 成 立 , 并 且 对 于 任意 的 复数 co 和 aa 都 满足 laol? +|ail? = 1。 
多 路 复 用 器 是 对 条 件 语 句 的 多 层 扩 展 。 粗略 来 讲 , 多 路 复 用 器 就 是 一 个 开关 , 它 将 其 中 
一 个 输入 数据 传递 到 输出 中 , 就 像 一 个 选 定 了 一 组 输入 的 函数 。 与 之 类 似 , 量子 多 路 复 用 器 
(简称 QMUX) 是 对 量子 条 件 语句 的 多 路 扩展 。 
定义 2.2.6 令 了 =pi,… ,pm 和 了 = q1,… ,qn 为 量子 寄存 器 。 令 Cu = Ula] 是 一 个 
量子 门 , HP ce {0,1}". AA QMUX 


Oc. 


T 


是 一 个 m 十 n 量子 比特 门 , 其 中 前 m NEF p RLRE LG, HRY n 个 量子 比特 
9 是 数据 量子 比特 。 它 将 保持 选择 量子 比特 的 态 ， 并 根据 选择 量子 比特 的 态 对 相应 的 数据 量 
子 比 特 进 行 么 正 变换 : l 


(@ c) [DIw) = IA) Uel) 


对 于 任意 的 te{01jm 和 ly) E HG 都 成 立 。 
QMUX 可 以 通过 对 角 矩 阵 来 表示 : 
Uo 
27-1 Ü 
Dc. = @ uz = ‘ 
x z=—0 
Ugm_1 

这 里 , 我 们 将 整数 0 < z < 2m 用 二 进 制 表 示 法 zx € {0,1}" 进行 表示 。 经 典 多 路 复 用 器 和 
QMUX 还 有 一 个 不 同 之 处 在 于 选择 量子 比特 5 可 以 处 于 基态 |z) 的 又 加 态 : 


ğ=0 z=0 


对 于 任意 的 态 jw) E H0 < x < 2™) 都 成 立 , 且 式 中 任意 的 复数 az 都 满足 DY, larl? = 1. 
显然 , 在 定义 2.2.5 中 介绍 的 受 控 门 是 一 种 特殊 的 QMUX: 


CU)=I@®...@I@U 
其 中 前 2" 一 1 个 被 加 项 是 和 U 具有 相同 维度 的 单位 矩阵 。 
练习 2.2.6 ”证明 多 路 复 用 器 满足 如 下 属性 : 
È c.] È p.) = D(C:D;) 
下 一 节 我 们 将 会 看 到 on 在 量子 游 走 中 一 个 简单 的 应 用 。 第 6 章 会 对 QMUX 和 量 


子 程序 结构 (量子 case 语句 ) 之 间 的 内 在 关联 进行 介绍 。QMUX 已 经 成 功 地 应 用 于 量子 线 
路 的 合成 (参见 文献 [201]), 因此 它 在 编译 量子 程序 的 时 候 也 会 很 有 用 。 
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2.2.5 ”量子 门 的 通用 性 

在 前 三 个 小 节 中 , 我 们 已 经 介绍 了 几 类 重要 的 量子 门 。 人们 自然 会 问 : 对 于 量子 计算 而 
言 仅 有 这 些 门 足够 吗 ? 本 节 就 来 回答 这 个 问题 。 

为 了 更 好 地 理解 这 个 问题 ， 让 我 们 先 对 经 典 计算 中 类 似 的 问题 进行 思考 。 对 于 任意 的 
n > 0， 存 在 2” A n 进 制 的 布尔 函数 量 。 整 体 上 而 言 ， 我 们 有 无 数 个 布尔 函数 。 但 是 
存在 一 些小 型 的 逻辑 门 的 集合 ， 它 们 具有 通用 性 : 通过 它们 可 以 产生 所 有 的 布尔 函数 。 例 
如 ，{NOT, AND}, {NOT, OR}. 我 们 可 以 将 这 种 通用 性 的 概念 推广 到 量子 门 当 中 : 

定义 2.2.7 ”如 果 所 有 勾 正 矩阵 都 可 以 通过 一 个 么 正和 矩阵 的 集合 OD FZ, MBA MARL 
个 集合 具有 通用 性 ; 即 对 于 任意 的 正 整 数 n 和 任意 的 2 x 2” 人 么 正 矩 阵 U， 都 存在 一 个 满足 
qvar(C) = {qi1,… ,qn} 的 线路 C,， 且 该 线路 是 通过 属于 OPH SERRE SLA HHH, 
使 得 : 

Ulgi, dn] =C 


(这 与 定义 2.2.3 中 介绍 的 线路 等 价 。) 

下 面 的 定理 将 介绍 一 种 最 简单 的 通用 量子 门 集合 。 

定理 2.2.1 由 CNOT 门 和 所 有 的 单 量 子 比特 门 构成 的 集合 具有 通用 性 。 

上 述 讨论 的 经 典 逻 辑 门 的 通用 集合 总 是 一 个 有 限 集 。 但 是 定理 2.2.1 中 给 出 的 通用 量子 
门 集合 中 的 元 素 却 是 无 限 的 。 事实 上 ， 么 正 算 子 的 集合 构成 一 个 连续 统 , 该 连续 统 是 不 可 数 
无 限 的 。 所 以 不 可 能 通过 量子 门 的 有 限 集合 去 实现 任意 一 个 么 正 算 子 。 这 就 迫使 我 们 去 研究 
量子 门 的 近似 通用 性 , 而 非 定义 2.2.7 中 所 介绍 的 完全 通用 性 。 

定义 2.2.8 ”如 果 对 于 任意 的 么 正 算 子 U 和 任意 的 e> 0,， 都 存在 一 个 满足 qvar(C) = 
{as ,qn} 的 线路 CO,. 且 该 线路 是 通过 属于 QO 中 的 么 正和 矩阵 定义 的 门 所 构造 的 : 


d(U[q1,-*- ,qn],C) <€ 


其 中 距离 d 是 通过 式 (2.2) 定义 的 ,那么 称 该 集合 2 具有 近似 通用 性 。 

下 面 的 定理 介绍 了 两 种 常见 的 近似 通用 门 的 集合 。 

定理 2.2.2 下列 两 个 门 的 集合 具有 近似 通用 性 : 

(1) Hadamard 1] H, 2/8 1] T #¢ CNOT 17 C. 

(2) Hadamard 门 H, #44217 S~ CONT 门 C 和 Toffoli 1] (参考 例子 2.2.5)。 

此 处 省 略 了 定理 2.2.1 和 定理 2.2.2 的 证 明 , 有 兴趣 的 读者 可 以 在 [174] 一 书 的 4.5 节 找 
到 关于 这 两 个 定理 的 证 明 。 


2.2.6 ”量子 线路 的 测量 


上 一 节 介 绍 的 通用 性 理论 表明 任何 量子 计算 都 可 以 通过 由 2.2.2 节 和 2.2.3 节 所 述 的 基 
本 量子 门 构成 的 量子 线路 来 实现 。 但 是 量子 线路 的 输出 通常 是 一 个 量子 态 , 外 界 是 不 能 直接 





在 数学 中 , 布尔 函数 通常 是 如 下 形式 的 函数 : FF(b1，b2,.…，bn) HA n 个 来 自 两 元 素 布尔 代数 {0，1} 的 布 
尔 变量 bi, F 的 取 值 也 在 {0, 1} 中 。 一 一 译 者 注 
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观测 的 。 为 了 读 取 计算 结果 , 需要 在 线路 运行 结束 时 执行 量子 测量 。 所 以 我 们 需要 对 一 般 性 
量子 线路 的 概念 进行 研究 ， 即 包含 量子 测量 的 线路 。 
正如 2.1.4 节 所 述 ， 如 果 人 允许 引入 附属 量子 比特 , 那么 仅 需 要 使 用 投影 测量 。 此 外 ， 如 
果 线 路 中 包含 n 个 量子 比特 变量 , 那么 因为 这 些 量子 比特 的 其 他 标准 正 交 基 都 可 以 通过 对 
可 计算 基 矢 进行 么 正 变换 得 到 ， 所 以 仅 在 可 计算 基 矢 {lz) : z € {0,1}"} 上 执行 测量 就 足够 
Te 
实际 上 ,量子 测量 并 不 只 是 在 计算 结束 后 使 用 。 我们 还 经 常 将 它 作为 计算 的 中 间 步 又 ， 
并 以 测量 结果 作为 控制 后 续 计算 步骤 的 条 件 。 但 是 Nielsen 和 Chuang 874 明确 指出 : 
。 延迟 测量 原理 : 测量 总 是 可 以 从 一 个 量子 线路 的 中 间 阶 段 移动 到 线路 的 最 后 阶段 ; 如 
果 线 路 的 任何 阶段 都 需要 使 用 测量 结果 ， 那 么 可 以 用 条 件 量子 操作 替换 经 典 受 控 操 
ME 
练习 2.2.7 Fa ARERNERE, HA ERER. AEAT A TARE 
成 : 
(1) 我 们 可 以 通过 归纳 法 对 包含 测量 的 量子 线路 (简称 mQC) 进行 形式 化 定义 : 
(a) 每 个 量子 门 都 是 一 个 mQC。 
(b) 如 果 g 是 量子 寄存 器 ， M= {Mm} = {Mma Mmaa Minst 是 属于 Ha 的 量 
子 测量 ， 且 对 于 任意 的 Mm, Cm 都 是 一 个 mQC LRA GN qvar(Cm) = S, Ap 
As 
if(Dm.: MIg = m — Cm)if = fiM[g@] =m —> Cn, 


回 M2 一 人 Cre 


Mn — Cm, 


fi (2.13) 


也 是 mQC. 
(c) te KC, 和 C2 都 是 mQC, 那么 C1C2 也 是 。 

式 (2.13) 表明 , 我 们 在 5 上 执行 测量 M, 那么 后 续 的 计算 步骤 是 根据 测量 结果 
进行 选择 的 : 如 果 测量 结果 为 m, 那么 接 下 来 会 执行 相应 的 线路 Cmo 

(2) 将 量子 线路 之 间 的 等 价 性 关系 (定义 2.2.3) 扩展 到 mQC 的 情况 。 

(3) 证 明 对 于 任意 的 MCO, 都 存在 量子 电路 C' (不 包含 测量 ) 和 量子 测量 ME 满足 

C = C'M[g] (等 价 性 )。 
Jo RAF (2) 中 的 条 件 TN qvar(Cm) = S KH, 那么 被 测量 的 量子 比特 在 测量 后 的 态 可 
以 在 接 下 来 的 计算 过 程 中 使 用 。 这 种 情况 下 延迟 测量 原理 是 否 依然 适用 ? 


2.3 ”量子 算法 


上 一 节 介绍 的 包含 测量 的 量子 线路 是 一 个 完整 〈 却 底层 ) 的 量子 计算 模型 。 自 20 t 
纪 90 年 代 初 以 来 , 已 经 发 现 了 许多 比 对 应 的 经 典 算法 计算 速度 更 快 的 量子 算法 。 由 于 历史 
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原因 ， 再 加 上 当时 缺少 成 熟 的 量子 编程 语言 ， 导 致 这 些 算 法 都 是 通过 量子 线路 模型 进行 描 
述 的 。 

在 本 节 中 , 我 们 将 介绍 几 个 有 趣 的 量子 算法 。 我 们 的 目的 是 为 接 下 来 介绍 的 量子 编程 结 
构 提 供 例子 ,而 不 是 对 量子 算法 本 身 进行 详细 描述 。 如 果 读 者 想 尽 快 进入 本 书 的 核心 , 可 以 
跳 过 这 一 节 , 直接 看 第 3 章 。 接 下 来 的 章节 中 将 会 编程 实现 这 一 节 介 绍 的 算法 , 所 以 如 果 读 
者 想 理解 这 些 内 容 就 需要 阅读 本 节 。 


2.3.1 ”量子 并 行 性 与 量子 干涉 


我 们 将 从 设计 量子 算法 的 两 种 基本 技术 开始 一 一 量子 并 行 性 与 量子 干涉 。 这 是 量子 计 
算 机 能 够 胜 过 经 典 计 算 机 的 两 个 关键 因素 。 
量子 并 行 性 

我 们 可 以 通过 一 个 简单 的 例子 对 量子 并 行 性 进行 清晰 的 阐述 。 考 虑 一 类 n 进 制 的 布尔 
函数 : 

f : {0,1}" — {0,1} 

它 的 任务 是 对 不 同 的 输入 z s {0,1}” 同时 计算 f(z)。 粗 略 地 讲 ， 经 典 情况 下 想 要 并 行 完成 
这 项 任务 需要 建立 多 个 计算 相同 函数 f 的 电路 , 它们 同时 对 不 同 的 输入 z 进行 计算 。 相 比 
之 下 , 我 们 仅 需要 建立 一 个 单 量 子 线路 并 执行 么 正 变换 : 


Uş : |z, y) > |x, y ® f(z)) (2.14) 


这 样 就 可 以 完成 任务 , 其 中 任意 的 £e {0,1}",y € {0,1}". BIR, 乏 正 操作 U; 是 依照 布尔 
函数 f 设计 的 。 该 线路 由 n+1 个 量子 比特 组 成 , 前 n 个 量子 比特 为 “数据 ”寄存 器 , 最 后 
一 个 量子 比特 是 “目标 ”寄存 器 。 可 以 证 明 对 于 任意 一 个 计算 f 的 经 典 电 路 , 都 可 以 构建 一 
个 具有 相似 复杂 度 的 量子 线路 去 实现 Ujo 

练习 2.3.1 证 明 Us 是 一 个 多 路 复 用 器 (参考 定义 2.2.6): 


Us = DU 


其 中 前 n 个 量子 比特 为 选择 量子 比特 ， 对 于 任意 的 Ze {0,1}", Uje 是 在 最 后 一 个 量子 比 
特 上 执行 的 么 正 操作 : 
Us,cly) = ly ® f(7)) 

其 中 ye {0,1}; 即 如 果 f(x) =0, RA Ufe 是 一 个 单位 算 子 T; wR f(z) = 1, MAC RA 
iT. 

接 下 来 的 流程 说 明了 如 何 通过 量子 并 行 性 同时 计算 所 有 可 能 的 输入 x e {0,1}" 所 对 应 
的 f(x) 的 值 : 

e 通过 n 个 Hadamard 门 就 可 以 非常 有 效 地 产生 数据 寄存 器 中 2" FRAN SME 

WAO: 





O 对 一 个 全 加 态 进行 测量 ,如 果 它 塌 缩 到 任 一 基 矢 的 概率 是 相等 的 ， MARMMAZRMAA FAREMA (equal 
superposition)。 一 一 译 者 注 
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Joye" 22", jy) A = lz) 
H |0)®" = |0) @---@|0) (个 |0) 的 张 量 积 ), 且 HS9 =H8.-9H (n^ HHW 
张 量 积 )。 
。 对 处 于 态 W) 的 数据 寄存 器 执行 么 正 变 换 Uy, 将 目标 寄存 器 的 态 设置 为 |0): 











1 Us 1 
|b) |0) = 到 |z,0) —> zi |x, f (2)) (2.15) 
应 当 注意 到 ， 该 等 式 仅 执 行 了 一 次 夭 正 操作 Uj， 但 是 方程 右 侧 的 不 同 项 包含 了 关于 所 有 
x € {0,1}" 的 f(z) 的 值 。 从 某 种 意义 上 而 言 ， 该 式 同时 对 f(z) 的 2” 个 输入 进行 了 计算 。 
但 是 仅 有 量子 并 行 性 , 量子 计算 机 还 不 足以 胜 过 经 典 计算 机 。 实 际 上 , 为 了 从 式 (2.15) 
等 号 右边 的 状态 中 提取 信息 , 我 们 必须 做 一 次 测量 ; 举例 而 言 , 如 果 我 们 在 数据 寄存 器 的 可 
WHER {|z) : x €0,1"} 上 执行 测量 , 那么 我 们 只 能 得 到 单个 x (概率 为 1/2") 对 应 的 f(x) 
的 值 , 并 不 能 同时 得 到 所 有 xe {0,1}” 对 应 的 f(z) 的 值 。 因此 ,如 果 我 们 使 用 这 种 方法 提 
取信 息 , 那么 量子 计算 机 相对 于 经 典 计 算 机 将 毫 无 优势 可 言 。 


量子 干涉 


为 了 使 上 述 方法 真正 发 挥 作用 , 必须 将 量子 并 行 性 与 量子 系统 的 另 一 特性 相 结 合 , 这 种 
特性 就 是 量子 干涉 。 举例 而 言 , 让 我 们 思考 县 加 态 


Y alz, f(z) 
显然 式 (2.15) 的 等 号 右边 是 该 全 加 态 的 一 种 特殊 情况 。 正 如 之 前 所 言 , 如 果 我 们 直接 在 可 计 


算 基 矢 上 测量 数据 寄存 器 ， 只 能 得 到 单个 > 对 应 的 f(x) 的 局 部 信息 。 但 是 如 果 我 们 先 在 数 
据 寄 存 器 上 执行 一 个 么 正 操 作 U, 将 该 琶 加 态 转化 为 : 


U by cy) =o pi De 
=>, |x’) @ (= eaten) 


其 中 Urs = (T'U |x). HEN FER BER EET, 就 能 得 到 所 有 xe {0,1}” 对 应 
的 f(z) 的 全 局 信息 。 这 个 全 局 信息 寄存 于 





>》 azUaz|f(z)) 


的 某 单一 的 值 a’ 中 。 从 某 种 意义 上 来 说 ， 勾 正 操 作 U 可 以 将 不 同 > 的 取 值 所 对 应 的 f(z) 
的 信息 进行 合并 。 值得 注意 的 是 , 和正 变换 之 后 执行 测量 的 基 与 么 正 变换 之 前 执行 测量 的 基 
是 不 同 的 。 所 以 在 测量 时 选取 合适 的 基 对 于 提取 全 局 信息 至 关 重 要 。 
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2.3.2 Deutsch-Jozsa 算法 


上 一 小 节 中 关于 量子 并 行 性 和 量子 干涉 的 讨论 仍然 不 能 说 明 它们 是 否 真 的 可 以 帮助 我 
们 解决 一 些 实际 的 计算 问题 。 但 在 Deutsch-Jozsa BIO, 我 们 可 以 清楚 地 看 到 量子 并 行 
性 和 量子 干涉 相 结 合 的 力量 。 该 算法 解决 了 如 下 问题 : 
e Deutsch 问题 : 给 定 一 个 布尔 函数 f: {0,1}" 一 {0,1}, 该 函数 可 能 是 常数 或 平衡 函 
数 ( 即 对 于 所 有 可 能 的 x, f(x) 有 一 半 的 概率 为 0, 一 半 的 概率 为 1)。 判断 该 函数 是 
常数 还 是 平衡 函数 。 
该 算法 如 图 2.1 所 示 。 需要 注意 的 是 , 在 这 个 算法 中 我 们 将 由 式 (2.14) 定义 的 函数 f 所 
决定 的 乏 正 操 作 Uj 称 为 量子 黑 盒 。 


。 HA: 一 个 用 于 实现 公式 (2.14) 所 定义 的 乏 正 算 子 Uy 的 量子 黑 盒 。 
。 输出 : SENA f 是 常数 时 , 输出 0。 
。 运行 时 间 : 只 执行 一 次 Uy。 总 是 成 功 。 
o 执行 流程 : 
1. |0)®"|1) 


@(nt+1) 1 
6 Foe” see 


xe€{0,1}" 


Ug ee ey 
k Bet) |x)|—) 


YE 
z 


Qn 





T H® 
’ 在 前 n 个 量子 比特 上 执行 H n y 


|z)|—) 


z 
在 可 计算 基 矢 上 对 前 n 个 量子 比特 进行 测量 
。 z 





图 2.1 Deutsch-Jozsa 算法 


为 了 更 好 地 理解 该 量子 算法 , 我 们 需要 仔细 研究 设计 过 程 中 的 几 个 关键 思想 : 
。 在 第 2 步 中 , 目标 寄存 器 (最 后 一 个 量子 比特 ) 被 巧妙 地 初始 化 为 态 |-) = H|) 而 
不 是 如 式 (2.15) 所 述 的 态 |0)。 因 为 


Urle, =)=) @ (-1|-) 
=(-1)/|2, -) 


所 以 通常 将 这 类 特殊 的 初始 化 方式 称 为 相位 反 冲 技巧 。 这 里 只 有 将 目标 寄存 器 的 相 
位 从 1 变 为 (-1)f(”), 才能 将 该 相位 移动 到 数据 寄存 器 之 前 。 

。 在 第 3 步 使 用 量子 黑 盒 Us 的 时 候 体现 了 量子 并 行 性 。 

。 量子 干涉 在 第 4 步 中 使 用 : 将 ”个 Hadamard 门 作 用 在 数据 寄存 器 上 (前 ”个 量子 
比特 ) 可 以 得 到 : 





O 这 是 第 一 个 指明 在 某 些 情况 下 ,量子 算法 可 以 提供 相对 于 经 典 算法 指数 级 别 的 加 速 。 一 一 译 者 注 
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ue (Fe Fm op +) 
Pat ste ey) 


=» (Eco s e- 


T z 


“5 (ge) e] (2.16) 


。 在 第 5 步 中 , 我们 在 可 计算 基 矢 {|z) : z € 10,17} 上 对 数据 寄存 器 进行 测量 。 得 到 
测量 结果 为 z = 0 ( 即 |z) = |0)8") 的 概率 是 : 


2 
1 f 是 常数 
ne TR 
z 2» Po 
有 趣 的 是 ， 当 f 是 平衡 函数 时 ,， |0)s" 的 概率 幅 的 正 负 贡献 值 会 相互 抵消 。 
练习 2.3.2 AA (2.16) 中 的 等 式 : 


gN 
H®"| ” 


z€{0,1}” 











对 于 任意 的 LE {0,0 都 成 立 ， 其 中 如 果 满 足 T=7T1) In, Z = 21,°°* 5 2ny 则 
T: z= > Rik 
i=] 


最 后 ,让 我 们 简要 对 比 一 下 通过 经 典 计算 和 Deutsch-Jozsa 算法 来 解决 Deutsch 问题 的 
查询 复杂 度 。 经 典 算法 需要 重复 地 在 z e {0,1}" 中 取 值 并 计算 fic), 直到 能 够 确定 f 是 常 
数 还 是 平衡 函数 。 所 以 , 经 典 算法 需要 对 f 进行 27-141 次 计算 。 相 比 之 下 ,Deutsch-Jozsa 
算法 仅 需要 在 第 3 步 执行 一 次 Uy 操作 即 可 。 


2.3.3 Grover 搜索 算法 


Deutsch-Jozsa 算法 恰当 地 曾 述 了 设计 量子 算法 中 的 几 个 关键 点 ,但 通过 该 算法 解决 的 
通常 是 某 种 人 为 构造 的 问题 。 本 节 我 们 将 介绍 一 种 在 实际 应 用 中 非常 有 用 的 量子 算法 一 一 
Grover 算法 。 该 算法 可 以 解决 如 下 问题 : 

。 搜索 问题 : 目的 是 对 一 个 具有 个 元 素 的 数据 库 进 行 搜索 , 且 该 数据 库 中 元 素 的 索 

引 为 0,1,… ,N 一 1。 为 了 方便 起 见 , 我 们 假设 N = 2", 这 样 就 可 以 通过 ”个 比特 对 
数据 库 中 的 索引 进行 存储 。 此 外 , 假设 该 问题 恰好 有 M MRA 1 < M < N/2。 

与 Deutsch-Jozsa 算法 相似 ，Grover 算法 中 也 有 一 个 量子 黑 盒 ， 该 黑 盒 可 以 识别 搜索 问 

题 的 解 。 我 们 可 以 对 其 进行 形式 化 描述 : 定义 函数 f : {0,1,---,N 一 1} 一 {0,1} 为: 


_j 1 z 是 解 
l, ERAN 


我 们 记 
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HN = a = span{|0), |1), ae |N aa 1)} 
其 中 A 是 单 量子 比特 的 态 空间 。 那么 可 以 将 该 黑 盒 视 作 ty @ A PRZEST O = Uy: 
O|x,q) = Us|z,q) = |x)|q ® f(7)) (2.17) 


对 于 任意 的 z € {0,1,---,N—1},q € {0,1} 都 成 立 , 其 中 |z) 是 索引 寄存 器 , |q) 是 黑 盒 量子 
比特 , 即 当 zx 是 解 的 时 候 会 反 转 , 否则 保持 不 变 。 特别 地 , 这 个 黑 盒 具有 相位 反 冲 属性 : 


jz, -) hs 


因此 ， 如 果 黑 盒 量子 比特 的 初始 态 为 |-)， 那 么 它 会 在 整个 算法 执行 过 程 中 保持 |-) 不 变 ， 
所 以 可 以 在 公式 中 将 其 省 略 : 
lz) S (-1)f|2) (2.18) 


Grover 旋转 


Grover 旋转 是 Grover 算法 的 一 个 重要 子 程序 。 如 图 2.2 所 示 ， 它 由 四 个 步骤 组 成 ,让 
我 们 看 看 Grover 旋转 究竟 做 了 什么 。 我 们 将 图 2.2 所 定义 的 乏 正 变换 记 为 G, 即 G 由 步骤 
1~4 中 的 算 子 所 构成 。 需 要 指出 第 1 步 中 使 用 的 黑 盒 O 是 在 空间 My 中 的 么 正 算 子 (而 非 
空间 Hy @ H) 在 第 3 步 中 的 条 件 相位 变换 是 在 空间 Hy 的 基 {|0),|1),--- N 一 1)} 上 定 
义 的 。 接 下 来 的 引 理 表明 这 个 量子 线路 中 的 么 正 算 子 实现 了 Grover 旋转 。 


o 执行 流程 : 
1. 应 用 量子 黑 盒 O 
2. 应 用 Hadamard 变换 H8” 
3. 执行 条 件 相 位 偏 移 : 


|0) — |0) 
对 于 任意 的 x + 0 都 有 |z) 一 一 |z) 


4. 应 用 Hadamard 变换 HS” 





2.2 Grover 旋转 


引 理 2.3.1 G= (2|w)(w| 一 了 O, 其 中 


是 HN 中 的 等 权 登 加。 

练习 2.3.3 证明 引 理 2.3.1。 

很 难 从 上 面 的 描述 中 想象 出 算 子 G 实际 上 代表 了 旋转 操作 。 通 过 几何 可 视 化 能 够 帮助 
我 们 更 好 地 理解 Grover 旋转 。 让 我 们 引入 空间 sy 中 的 两 个 向 量 : 


[43 | 


| 44 | 
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显然 , 两 个 向 量 是正 交 的 。 如果 我 们 将 夹 角 9 定义 为 : 


0 N-M O m 
-= Lo 
cos (0<$ <5) 





2 N 
那么 可 以 将 引 理 2.3.1 PAIRMNSMSMARAYA: 


0 0 
|p) = cos z% +sin 3/9) 


此 外 , 我 们 有 : 

引 理 2.3.2 Gl(cos6|a) +sind|3)) = cos(0 + 6)|a) + sin(@ + 6)|8)。 

直观 而 言 ，Grover 算 子 G 是 由 |a) 和 |8) 扩展 成 的 二 维 空间 中 的 一 个 角度 为 9 的 旋 
转 。 对 于 任意 的 实数 5, 向量 cos dla) + sin 6|6) 都 可 以 通过 点 (cos6, sind) 来 表示 。 因此, 引 
理 2.3.2 表明 G 可 以 通过 如 下 映射 关系 表示 : 


(cos 6, sin 6) £, (cos (80 + 6), sin (8 + ô)) 
练习 2.3.4 证 明 引 理 2.3.2. 
Grover 算法 
Grover 算法 以 Grover 旋转 作为 子 程序 , 该 算法 如 图 2.3 所 示 。 


。 输入 : 通过 公式 (2.17) 定义 的 量子 黑 盒 O。 
。 输出 : fF x. 

。 运行 时 间 : O(N) 次 操作 , 成 功 的 概率 为 @(1)。 
。 执行 流程 : 














1. |0)®"|1) 
@(n4+1 
py A 


2”—1 
Van Pa |z)|-) = (cos Sla) + sin \0)) = 


n 3 1 
3, 在 前 n 个 量子 比特 上 执行 GK [cos (= 10) bh dain (= 0) 9) |) 











在 可 计算 基 矢 上 对 前 n 个 量子 比特 进行 测量 
4. 一 |x) 


图 2.3 Grover 搜索 算法 


应 当 注 意 到 在 图 2.3 F, k 是 一 个 整 型 常量 ; 在 下 一 段 中 将 对 如 何 选 取 & 值 进行 说 明 。 
性 能 分 析 


可 以 证 明 经 典 计算 机 解决 搜索 问题 大 致 需要 N/M 次 操作 。 让 我 们 看 看 Grover 算法 的 
第 3 步 中 需要 和 迭代 多 少 次 Go 注意 在 第 2 步 中 , 索引 寄存 器 (也 就 是 前 ”个 量子 比特 ) 的 初 


始 状态 为 ， 
w) = y Zo + y% 


PA AEREI arccos /HL 可 以 使 索引 寄存 器 从 lh) 态 变化 为 |5) 态 。 引 理 2.3.2 表明 Grover 





RIF RE wR 39 


算 子 G 是 一 个 9 角度 的 旋转 。 令 是 一 个 最 接近 实数 Q 的 整数 : 


arccos Ca 
N 
Q= — 


0 


因为 arccos / 4 £ = 所 以 有 : 


因此 , k 是 一 个 属于 区 间 (1, | 的 正 整数 。 根据 假设 M < >? 我 们 可 以 得 到 : 


wi M 
2 sin = = 4/ -一 
2 


z 
2 N 


且 k< KAI 即 大 = O(VN)。 另 一 方面 , 通过 的 定义 我 们 可 以 得 到 : 


arccos = 
aera, A 











1 
0 2 
由 此 可 得 : 
M .2k+l1 M 
—< < -一 
arccos 4/ i or 0 < 0 + arccos 4/ N 
N—M M x 0 
oS fea, wee Py ee eae 
因为 cos a 所 以 有 arccos a ae 且 
m 0 _2k+1 x 6 
一 一 一 过 ~— = 
2 2 2 4 o's 
N ‘ = 
因此 , AA M < z’ 所 以 算法 执行 成 功 的 概率 为 : 
2k+1 0 N-M 出 
= sin? | 一 -0 | > cos? > = Ss 
Pr(success) = sin ( 5 o) > cos“ 5 wee 


也 就 是 说 Pr(success) = 9(1)。 特别 地 , 如 果 M < N, 那么 成 功 的 概率 将 会 非常 高 。 
可 以 将 前 面 的 描述 总 结 为 : Grover 算法 可 以 以 O(1) 的 成 功率 在 k= O(VN) 步 之 内 找 
到 解 x 


2.3.4 ”量子 游 走 


在 设计 Deutsch-Jozsa 算法 和 Grover 算法 的 过 程 中 ,我们 已 经 感受 到 了 量子 并 行 性 和 
量子 干涉 的 力量 。 本 节 我 们 将 对 另 一 类 量子 算法 进行 研究 , 这 类 算法 的 设计 思路 与 前 两 个 算 
法 完全 不 同 , 它 是 基于 量子 游 走 ( 即 经 典 随机 游 走 的 量子 对 应 物 ) 的 概念 进行 设计 的 。 


40 fH = F/F HRB 


一 维 空间 的 量子 游 走 


最 简单 的 随机 游 走 是 一 维 空间 游 走 : 一 个 粒子 在 一 条 离散 的 直线 上 移动 , 我 们 可 以 将 这 
个 直线 上 的 节点 记 为 Z = {--- ,一 2, 一 1,0,1,2,…}。 在 每 一 次 的 游 走 过 程 中 , 该 粒子 都 会 根 
据 “ 掷 硬币 ”的 结果 向 左 或 者 向 右 移动 一 位 。 对 一 维 空间 随机 游 走 进行 量子 化 扩展 ， 就 可 以 
得 到 Hadamard 游 走 。Hadamard 游 走 的 定义 如 下 : 

例子 2.3.1 Hadamard 游 走 的 希 尔 伯 特 态 空间 为 Hp, RP: 

e #4 = span{|L),|R)} 是 二 维 希 尔 伯 特 空间 ， 称 为 方向 空间 。|L) 和 |R) 分 别 表示 方向 

Left 和 Right. 

e #,=span{|n):n€ Z} 是 无 限 维 希 尔 伯 特 空间 ， 且 |n) 代表 整数 n 所 标记 的 位 置 。 
E spanX 是 一 个 非 空 的 集合 入 ， 它 是 根据 式 (2.1) 定义 的 。Hadamard 游 走 中 的 每 一 步 都 可 
以 通过 么 正 算 子 

W =T(H® Iæ) 


来 表示 ， 其 中 平移 变换 人 是 空间 49A, 中 的 一 个 么 正 算 子 ， 我 们 可 以 将 其 定义 为 : 
T\L,n) =|L,n—1), T\|R,n) =|R,n+1) 


对 于 任意 的 nE Z MAL, KPH 是 方向 空间 Aa 中 的 Hadamard RK, Le, 是 位 置 空间 
KH, 中 的 单位 算 子 。 对 算 子 W 进行 迭代 就 构成 了 Hadamard 游 走 。 
练习 2.3.5 将 位 置 空间 KH 中 的 左 移 算 子 Ti 和 右 移 算 子 Tr 定义 为 : 


Trijn) = |n—1), Trin) = |n + 1) 


对 于 任意 的 NCL 都 成 立 。 那 么 平移 变换 算 子 了 实际 上 就 是 以 方向 变量 作为 选择 量子 比特 
的 量子 条 件 语句 TL OTR (参考 例子 2.2.6)。 

虽然 Hadamard 游 走 是 仿照 一 维 随机 游 走 进 行 设计 的 , 但 是 它们 的 一 些 行为 却 完全 不 
同 : 

。 可 以 将 平移 变换 算 子 T 描述 为 : 如 果 方 向 系统 处 于 |L) 态 , 那么 游 走 粒子 将 会 从 位 
E n 移动 到 n - 1， 如 果 方 向 系统 处 于 |R) 态 ,那么 游 走 粒子 将 会 从 位 置 ”移动 到 
n 十 1。 这 看 起 来 和 随机 游 走 非常 相似 , 但 在 量子 游 走 中 方向 可 以 处 于 |L) 和 |R) 的 
FWS, 这 样 游 走 粒子 就 可 以 同时 向 左 和 向 右 进 行 移动 。 
在 随机 游 走 中 , 我 们 只 需要 精确 地 统计 “ 掷 硬币 ”的 结果 ; 举例 而 言 ,投掷 一 枚 公平 
“硬币 ”得 到 正面 朝 上 和 反面 朝 上 的 概率 均 为 1/2。 但 在 量子 随机 游 走 当中 , 我 们 不 得 
不 明确 地 定义 隐藏 于 “硬币 ”的 统计 行为 之 下 的 动力 学 ; 举例 而 言 , 可 以 将 Hadamard 
变换 H 视 作 公平 “硬币 ”的 量子 实现 , 而 如 下 2 x 2 HEERE (类 似 的 矩阵 还 有 很 
多 ) 也 是 如 此 : 


BIF MEAE A 


。 量 子 游 走 中 可 能 会 有 量子 干涉 发 生 ; 例如 , 4 Hadamard 游 走 的 初始 状态 为 |L)|0)。 


那么 我 们 有 
tr | 
D0) => T(t) + IR) 
7 i 
Z 00) - 1) + 11) 
4, TI) + 1R))| - 1) + (IE) — 1R) (2.19) 
T, S(\L)| — 2) + |R)I0) + 12)10) — |R)12)) 


a alte) + |R))| — 2) + (|Z) — |))|0) 
+ (|Z) + |R))|0) — (|Z) — |R))12)] 


其 中 —|R)|0) 和 |R)|0) 是 异 相 的 , 因此 它们 可 以 相互 抵消 。 
图 上 的 量子 游 走 


图 上 的 随机 游 走 是 一 类 在 设计 和 分 析 算 法 时 常用 到 的 随机 游 走 。 令 G = (V, E) 是 一 个 
n- 途 径 正 则 有 向 图 , 即 图 中 每 个 顶点 都 有 n 个 邻接 顶点 。 那 么 我 们 可 以 对 每 个 顶点 的 每 条 邻 
边 用 一 个 从 1 到 之 间 的 整数 宇 进 行 标记 ,对 于 任意 的 1 < i < n, 标号 为 i 的 有 向 边 都 可 
以 构成 一 个 排列 。 通 过 这 种 方法 可 以 将 任意 顶点 v 的 第 i 个 邻接 顶点 w 定义 为 与 v 通过 标 
号 为 i 的 边 相 连接 的 顶点 。 在 图 G 上 的 随机 游 走 的 定义 为 : G 上 的 顶点 v 代表 游 走 粒子 的 
态 且 对 于 任意 一 个 态 v, 游 走 粒子 从 v 移动 到 它 的 每 个 邻接 顶点 的 概率 都 是 确定 的 。 可 以 将 
这 类 随机 游 走 进 行 量子 化 扩展 : 
例子 2.3.2 ”在 nr- 途径 正则 图 G = (V, E) 上 的 量子 游 走 的 希 尔 伯 特 空间 为 H Hp, 
其 中 : 
e H = span{|i) i 是 一 个 n 维 的 希 尔 伯 特 空间 。 我 们 引入 一 个 被 称 为 方向 “硬币 ”的 
辅助 量子 系统 ,该 系统 的 态 空间 为 3 的。 对 于 任意 的 1 < i<n, 态 |i) 代表 第 i 个 方 
各。 空间 Hy 称 为 “硬币 空间 ”。 
e #, = span{|v) jev 是 位 置 希 尔 伯 特 空间 。 对 于 图 中 的 每 个 顶点 v, .和 中 都 存在 一 
个 相对 应 的 基态 |v)。 
ALS 是 HAIA 中 的 一 个 算 子 ,其 定义 为 : 


Sli, v) = [lvi) 


对 于 任意 的 1<i<n,vEV HRS, 其 中 vi 是 v 的 第 i 个 邻接 顶点 。 直观 上 而 言 ， 对 于 任 
BH i, 如果“ 硬币 ”处 于 态 |i), 那么 游 走 粒子 会 朝 第 i 个 方向 进行 移动 。 当 然 ,“ 硬 币 ” 也 可 
以 处 于 态 |i)(1 < i<n) HWA, 这 种 情况 下 游 走 粒子 会 同时 朝 所 有 方向 移动 。 

如 果 我 们 进一步 在 “硬币 ”空间 A 中 选 定 一 个 被 称 为 “ 搓 硬 币 算 子 ” 的 么 正 算 子 C， 
那么 可 以 通过 如 下 么 正 算 子 对 图 G 上 的 单 步 量 子 游 走 进行 建 模 : 


W = S(C ® Le) (2.20) 


42 B-RA «§F/FPRSAR 


其 中 Le, 是 位 置 空间 HH, 中 的 单位 算 子 。 例如， 可 以 选择 离散 傅 里 叶 变 换 (FT) 来 实现 公平 
“Rp”, HP: 


i ow w? went 
1 
FT=—|1 w? GE ner nN (2.21) 
Vd 
1 dd 一 1 uaa spiá w(4-1)(d-1) 


A “wR” HF, w= exp (2ni/d)o FT HF HAATAMRHA TAY RA, BRE 
加 态 进行 测量 之 后 得 到 任 一 方向 的 概率 均 为 1/d。 对 单 步 游 走 算 子 W 进行 迭代 就 构成 了 图 
上 的 量子 游 走 。 

练习 2.3.6 ”对 于 任意 的 1<i<n, 我 们 可 以 在 位 置 空间 Hy 中 定义 一 个 移 位 算 子 S: 


Silv) = |vi) 


对 于 任意 的 vEV 都 成 立 , 其 中 u 代表 wv 的 第 i 个 邻接 顶点 。 如 果 我 们 允许 量子 多 路 复 用 
器 (QMUX) 中 的 选择 变量 为 任意 量子 变量 ， 而 并 非 仅仅 是 量子 比特 , 那么 例子 2.3.3 中 的 移 
位 算 子 9 就 是 以 方向 d 作为 选择 变量 的 QMUX 9i Sio 

可 以 发 现 , 有 时 量子 游 走 中 的 量子 效应 (比如 干涉 ) 可 以 为 游 走 提供 明显 的 加 速 ; 例如 ， 
相 较 于 经 典 的 随机 游 走 ， 它 能 够 使 得 量子 游 走 从 一 个 顶点 更 快 地 到 达 另 一 个 顶点 。 


2.3.5 ”量子 游 走 搜索 算法 


我 们 能 利用 上 一 小 节 最 后 提出 的 量子 加 速 思想 设计 出 胜 过 经 典 算法 的 量子 算法 吗 ? 在 
本 节 中 , 我 们 将 介绍 这 样 一 种 能 够 解决 2.3.3 节 中 搜索 问题 的 算法 。 

假设 数据 库 由 N = 2" 个 元 素 构 成 , 该 数据 库 中 所 有 元 素 都 通过 个 比特 的 二 进 制 串 
T= T1: zn E {0,1}" 进行 编码 。 在 2.3.3 节 中 , 我 们 假设 恰好 存在 M 个 解 。 此 处 我 们 仅 考 
È M = 1 的 特殊 情况 。 因此, 算法 的 目的 是 找到 单一 目标 解 z* 。 本 小 节 中 的 搜索 算法 是 基 
F n 维 超 立 方 体 上 的 量子 游 走 设计 的 。n 维 超 立方 体 有 2" 个 顶点 , 且 每 个 顶点 都 对 应 于 数 
据 库 中 的 一 个 元 素 z。 如 果 两 个 顶点 cM y 仅 有 一 个 比特 不 同 ,那么 就 称 这 两 个 顶点 是 相 
连 的 : 

存在 d 使 得 zd 关 Ya, 且 对 于 任意 的 i 关 d 都 有 zi = yi 


也 就 是 说 , zx 和 y 的 二 进 制 编码 中 仅 有 一 位 比特 不 同 。 因 此 , n 维 超 立 方 体 中 的 2" 个 顶点 
的 度数 都 是 n〈 即 每 个 顶点 都 与 其 他 n 个 顶点 相连 接 )。 

作为 例子 2.3.2 的 一 个 特殊 情况 , 我们 可 以 将 在 ” 维 超 立 方 体 上 的 量子 游 走 描述 为 : 

© 和希 尔 伯 特 态 空间 是 24, @ Hp, 其 中 4 =span{|1),--- ,|n)}, 


H, = HB” = span{|z) : x € {0,1}"} 


A . 交 是 单 量子 比特 的 态 空 间 。 
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。 移 位 算 子 5 将 ld z) 映射 为 |d,x @ ea) (将 zx 的 第 d 个 比特 进行 反 转 )， 其 中 eu = 
0---010---0 (第 a 个 比特 是 1, 其 余 为 0) En 维 超 立 方 体 的 第 d 个 基 向 量 。 也 可 以 
将 它 形式 化 地 描述 为 : 

S=>》> YO ldze@ea)(dz| 
d=1 xe{0,1}" 
其 中 @ 是 分 量 方式 的 模 二 加 法 。 
。 将 “ 掷 硬币 ” 算 子 C 作为 不 带 黑 盒 的 Grover 旋转 (参考 引 理 2.3.1): 


C = 2|wa) (wal 一 
其 中 工 是 空间 4 的 单位 算 子 , Iwa) 是 所 有 n THANSRSMA: 


Iba) = A È |d) 


与 Grover 算法 相似 , 我 们 有 一 个 可 以 对 Mien z* 进行 标记 的 黑 盒 。 假 设 这 个 黑 盒 是 

通过 C 的 扰动 进行 实现 的 : 
D=C@ >》 |z)(2|+C’ ® |x*)(2*| (2.22) 
pa" 

其 中 C' 是 H PHAEST. 直观 上 而 言 , 每 当当 前 位 置 对 应 的 是 非 目标 元 素 时 ， 该 黑 盒 
就 会 对 方向 系统 使 用 原来 的 “ 掷 硬币 ” 算 子 C， 而 需要 对 目标 元 素 z* 进行 标记 时 使 用 的 却 
是 一 类 特殊 的 “硬币 ”C" 。 

搜索 算法 的 基本 流程 为 : 

。 将 量子 计算 机 初始 化 为 所 有 的 方向 和 所 有 的 位 置 的 等 权 炙 加 态 : vo) = lva) @ Yp 

其 中 ， | 


lbp) = 
o EH t 次 受 扰 乱 的 单 步 游 走 算 子 : 
W’ = SD =W — S|(C -C’) @|x*)(a"|] 


其 中 t= [FVN]; W 是 通过 式 (2.20) 定义 的 单 步 游 走 算 子 。 

。 在 基 |d,z) 上 对 量子 计算 机 的 态 进 行 测量 。 

在 本 算法 中 使 用 的 “ 掷 硬币 算 子 D 和 例子 2.3.2 中 的 原始 “ 掷 硬币 ” 算 子 C (更 确切 
地 说 , 是 Cel) 有 明显 的 不 同 : 算 子 C 只 在 方向 空间 上 起 作用 , 因此 它 和 位 置 空间 是 相互 
独立 的 。 但 D 是 通过 使 用 标记 目标 元 素 r 的 C' 对 C @ 了 进行 修改 得 到 的 ， Mat (2.22) 中 
显然 可 以 发 现 D 是 位 置 相关 的 。 

对 于 C' = -I 的 情况 , 已 经 证 明 该 算法 找到 目标 元 素 的 概率 为 2 一 O (+), 因此 通过 重 
复 执行 该 算法 , 可 以 以 任意 小 的 误差 概率 找到 目标 元 素 。 这 里 不 对 该 算法 的 住 能 进行 分 析 ， 
有 兴趣 的 读者 可 以 从 文献 [203] 中 找到 相关 内 容 。 

我 们 鼓励 读者 将 这 类 基于 量子 游 走 的 搜索 算法 和 2.3.3 节 介 绍 的 Grover 搜索 算法 进行 
仔细 比较 。 


44 B-RA Iph 


2.3.6 ”量子 傅 里 时 变换 


另 一 类 重要 的 量子 算法 是 基于 量子 传 里 叶 变 换 设计 的 。 回 想 一 下 离散 傅 里 时 变换 , 它 以 
复 向 量 zo,… , zw-1 作为 输入 ,输出 复 向 量 yo,… YN: 
2nijk/Nz, 


1 N-1 
= —_ e 223 
Yk TN 2. (2.23) 


对 于 任意 的 0 和 7J < N 都 成 立 。 将 离散 傅 里 叶 变 换 进 行 量子 化 扩展 , 就 可 以 得 到 量子 傅 里 叶 
变换 。 
定义 2.3.1 在 标准 正 交 基 |0),---,|N—1) 上 的 量子 傅 里 叶 变 换 为 : 
1 N-1 
ei ak E e2tigk/Nyx 
FT : |j) Tn & 


更 一 般 地 , 在 N SEAS AR AE ela) RAS EA ARR: 


N-1 N-1 
FT: 》 zjl) + 》 yrlk) 
j=0 k=0 


其 中 ， 概 率 幅 yo,… ,yn_1 是 通过 对 概率 幅 zo,… ,zn_1 执行 离散 傅 里 叶 变 换 得 到 的 。 
A (2.21) 给 出 了 量子 傅 里 叶 变 换 的 矩阵 表示 。 

命题 2.3.1 “量子 傅 里 叶 变换 FT 是 么 正 的 。 

练习 2.3.7 证 明 命题 2.3.1。 


量子 傅 里 时 变换 线路 


接 下 来 的 命题 及 其 证 明 给 出 了 量子 傅 里 叶 变换 通过 单 比特 逻辑 门 和 两 比特 逻辑 门 进行 
实现 的 一 种 方案 。 
命题 2.3.2 4N=2", RASH SEL RR Visit W n 个 Hadamard 门 和 


= 1) “4 2 





个 受 控 门 组 成 的 量子 线路 实现 。 
证 明 : 可 以 通过 构造 一 个 满足 上 述 条 件 的 量子 线路 来 证 明 该 命题 。 我 们 使 用 二 进 制 来 表 


© jijz-- -jn 表示 
j = fr2"* + fod”? + ++ + 2° 
© Ojkjk+i °° jn 表示 
jr /2+ jkt1/2 + +++ + jn/2”-**) 
对 于 任意 的 大 > 1 成 立 。 
可 以 通过 如 下 三 步 来 对 该 命题 进行 证 明 : 
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(1) 使 用 2.2 节 介 绍 的 概念 , 我 们 设计 如 下 线路 : 


D = HlqilC(R2)lg2,q1]**:C(Rn)[gn, qi]Hlg2]lC(R2)[g3, q2] 
“CC(Rn_i)[qn, 92]*** Hlaqn_1]C(R2)[qn, In—1] A [Gn] (2.24) 


其 中 Ry 代表 相 移 (参考 例子 2.2.1): 


Ry = P(2x/2*) = | : | 


0 e2ni/2* 


对 于 任意 的 有 = 2,… ,n 都 成 立 。 如 果 我 们 将 |7) = lji jn) 输入 到 线路 (2.24) H, 那么 通 
过 计算 得 到 输出 为 : 


[网 于 本 O a (2.25) 





2 aL 
3 


(2) 可 以 发 现 当 N = 2” 时 , 量子 傅 里 叶 变换 可 以 改写 为 如 下 形式 : 
De 


2nijk/2™ 
> e |k) 
oP 


Qnij (ky -2"—14---+ky 2 )/2 Ih, e kn) 
e 
AT 











kı=0 kn=0 
1 Qnijky /21 小 (5 2nijkn /2” 
E gom 1/ \ky ye nijkn/ lkn) 
aie kn=0 
1 a A ed 
= (10) Sem a O E (2.26) 





Qn 
(3) 最 后 , 通过 比较 公式 (2.26) 和 (2.25)， 我 们 发 现在 线路 (2.24) 的 最 后 添加 [了 | 个 


SWAP 门 就 可 以 将 量子 比特 的 顺序 进行 反 转 ， 因 此 可 以 导出 量子 健 里 叶 变 换 。 其 中 SWAP 
门 可 以 通过 3 个 CNOT 门 实现 (参考 例子 2.2.3). 口 


2.3.7 ”相位 估计 


现在 让 我 们 看 看 上 一 节 定 义 的 量子 健 里 叶 变 换 如 何在 相位 估计 算法 中 使 用 。 这 个 量子 
算法 解决 了 如 下 的 问题 : 

。 相 位 估计 : 一 个 乏 正 算 子 U 有 一 个 特征 向 量 ju), 且 该 特征 向 量 对 应 的 特征 值 为 e271i?， 
其 中 o 的 值 是 未 知 的。 该 算法 的 目标 是 对 相位 o 进行 估算 。 
相位 估计 算法 如 图 2.4 所 述 。 它 使 用 两 个 寄存 器 : 

。 第 一 个 寄存 器 由 t 个 初始 化 为 |0) 的 量子 比特 q1,… , qt 构成 。 

。 第 二 个 寄存 器 是 经 U 作用 的 系统 p, 该 系统 的 初始 态 为 |u)。 

使 用 2.2 节 介 绍 的 相关 概念 , 可 以 将 该 线路 的 算法 写成 如 下 形式 : 


D=P-PM y+ al (2.27) 


其 中 : 
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E =H (q|---A{ae—2)| 4 [at-1) A [a] 
CU’) lat, pIC(U? )lge_1, PICU )lae—-2, p]---C(U? lan, p) 


C(.) 是 受 控 门 (参考 定义 2.2.5)，FTYT 是 量子 傅 里 叶 变 换 (FT) HAR, 它 可 以 通过 对 命 
题 2.3.2 的 证 明 中 给 出 的 FT 线路 进行 反 转 得 到 。 


e 输入 : 
1. 执行 受 控 U27 算 子 的 黑 盒 , 其 中 了 =0,1,--- ,t 一 1。 
2. t 个 初始 态 为 |0) 的 量子 比特 。 
3. 特征 值 为 e2"i? 的 U 的 特征 向 量 |u), 其 中 


t=n+ flog (2+ =) 
。 输出 : y 的 n 比特 近似 值 5 = m. 
。 运行 时 间 : O) 次 操作 并 调用 每 个 黑 盒 各 一 次 , 成 功 的 概率 至 少 为 1 一 e。 


e 执行 流程 : 
在 前 t 个 量子 比特 上 执行 H@t 1 (aes ae 
1. ay —= Dio lilu) 


V2t 
















黑 盒 1 
e atn 


ah ie are ie) ingia 
2. $ — Dio Ui lu) = — D0! ei? j)lu) 
Vat 1 va 3 


3. 


T zti Ad 1 ees | a 
FT V >》 e2ri7p 7 J e7 2tigk/2 |k) ju) 
j=0 k=0 
3t—1 
= >》 aglk)|u) 
k=0 





4. 测量 前 个 量子 比特 |m)|u), 其 中 








2 一 1 oe 
& = eS =; e2rij(p—k/2°) 3 1 | 1— e2"i(2*p-—k) 
nox j=0 2t | 1 — e2ri(p—k/2t) 





2.4 相位 佑 计 


显然 , 线路 (2.27) 由 Ot) 个 Hadamard 门 和 受 控 门 以 及 对 黑 盒 U” 的 一 次 调用 构成 ， 
其 中 F =0,1,-:- ) 志 一 1. 进一步 观察 可 得 : 


E|0)q, dii 10) qe—2 Oja- 10) ce |U)p = 
1 


++ (|O) + ezrie2 11))(|0) 上 +e2rie2 11))(|0) + ©?" |1))]u) (2.28) 


= 1 — 2nipk 
=e (= e ») |u) 


(10) + 67:2- (1) 


一 类 特殊 的 情况 


为 了 理解 该 算法 是 如 何 工作 的 , 接 下 来 我 们 将 对 一 类 特殊 的 情况 进行 思考 。 在 这 种 情况 
下 可 以 将 y 通过 上 个 比特 进行 表示 : 


P = O.pipays ` ` ` pt 
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那么 可 以 将 式 (2.28) 改写 为 : 


E|0) - - - |0)|0)|0) |x) = (l0) + em pI)) «+ [Oh ee) (2.29) | 54 
2 
(10) $ e2ri0.9293…9t|1y)(|0) 二 e2ripl92923…%|1))|v》 55 


此 外 , 通过 式 (2.27) 和 (2.26) 可 以 得 到 : 
C0) - - - |O)|0)|0)|u) = FTI( EI0) - - - |0)|0)|0)) |x) 


= |p1 p23 --- pt) |u) 


性 能 分 析 


通过 上 述 关 于 特殊 情况 的 讨论 , 读者 应 该 明白 为 什么 该 算法 是 正确 的 。 现在 我 们 对 一 般 
情况 进行 研究 。 令 0 < b < 2t 满足 b/2t = 0.b,---b 是 与 p 最 接近 的 t 个 比特 且 小 于 p, B: 


b/2: < p < b/2: +1/2 


我 们 将 两 者 之 间 的 误差 记 为 6 = yp 一 b/2:。 显 然 0 < 5 < 1/2:。 因 为 对 于 所 有 的 0 都 有 
-e| 和 2, 所 以 i 
2t-1|1 — e2ri(p—k)/27| 


对 于 任意 的 -2t-! < 1 < 2 本 1 $ Bl =at moa 2:)。 因 为 : 
(1) |1— ei9| > an, 


|ak| < 


-nS Sn 

= E < 

(2) = <5- =< 
所 以 : 


1 
2 
< 
lA] < < pay eme] < a e] 
假设 测量 的 最 终结 果 为 m 那么 对 于 任意 的 正 整数 d, 我 们 有 : 


PlIm-b>d)= > lal? 


m:|m—b|>d 
= > a+ 2 [AP 
—2t-l<l<—(d+1) d+1<l<2t-1 
—(d+1) gt-1 
as 1 1 
> + go 
= 9t4\2 == JUS\2Z 
<3 es GZ 2 T= 98) | 
ba 2t 一 1 
t 
B+ D1 a (注意 ， 0<2'5 <1) 
= 14] 
A 2t 一 1 
Sga p 
1 a "dl 1 
<5 <= 
L _ 


如 果 我 们 想 逼 近 y 的 值 , 使 其 精确 度 达到 2-" 并 使 成 功 的 概率 至 少 为 1 -e, 那么 只 需要 选 


57 
2 
58 


48 


W d=2'-"_1 HÆK 
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1 
2(d— 1) 


1 
t>T= 一 
n+ tog (= +2)| 


< 即 可 。 由 此 可 得 : 





且 我 们 在 相位 估计 算法 中 可 以 使 用 t= 了 个 量子 比特 。 
将 上 述 推导 与 式 (2.27) 和 命题 2.3.2 相 结 合 , 我 们 可 以 得 出 如 下 结论 : 图 2.4 描述 的 算 
法 可 以 使 用 


| 


个 量子 比特 , 以 1 -。 的 成 功 概率 在 O) 步 之 内 计算 出 o 的 比特 近似 值 。 
相位 估计 算法 是 许多 量子 算法 的 重要 组 成 部 分 ,比如 著名 的 Shor 算法 (94) 和 求解 线性 
方程 组 的 Harrow-Hassidim-Lloyd 算法 413 。 这 两 种 算法 的 详细 讨论 超出 了 本 书 的 范围 。 


2.4 


文献 注解 


量子 力学 : 2.1 节 介绍 的 量子 力学 的 相关 材料 都 是 标准 内 容 , 这 些 内 容 在 任何 量子 力 
学 教材 中 都 可 以 找到 。 

量子 线路 : 2.2 节 的 部 分 内 容 是 基于 文献 [34] 和 [174] 一 书 的 第 4 章 编写 的 。2.2.4 节 
介绍 的 量子 多 路 复 用 器 的 概念 是 由 Shende 等 人 7 提出 的 。 量 子 门 和 量子 线路 的 
符号 以 及 练习 2.2.7 中 包含 测量 的 量子 线路 的 概念 源 于 文献 [226]。2.2 节 仅 仅 是 对 量 
子 线路 基础 知识 的 简介 。 自 从 文献 [34] 发 表 以 来 ,量子 线路 已 经 发 展 为 更 广阔 的 研 
究 领 域 。 特 别 地 , 近 几 年 关于 量子 线路 的 研究 , 包括 合成 (大 型 么 正和 矩阵 的 分 解 ) 和 
优化 量子 线路 ,以 及 在 量子 编程 语言 的 编译 中 的 应 用 ,都 变 得 炙手可热 ，8.2 节 关 于 
未 来 研究 方向 的 讨论 中 也 提 到 了 这 一 点 。 需要 注意 , 对 量子 线路 的 合成 和 优化 比 经 典 
电路 中 的 类 似 问 题 要 复杂 得 多 。 

量子 算法 : 2.3.1~2.3.3 节 、2.3.6 节 和 2.3.7 节 介绍 的 内 容 很 大 程度 上 是 基于 [174] 一 
书 的 第 4 章 的 内 容 设计 的 。 文献 [9] 和 [19] 分 别 对 一 维 量 子 游 走 和 图 上 的 量子 游 走 
进行 了 定义 。2.3.5 节 介 绍 的 算法 是 由 Shenvi 等 人 [203] 提出 的 。 

自从 Shor 算法 和 Grover 算法 被 设计 出 来 之 后 , 量子 算法 已 经 成 为 量子 计算 领域 中 最 
火热 的 研究 领域 之 一 。[174] 一 书 是 对 早期 最 主要 的 三 种 量子 算法 (Shor 算法 、Grover 
算法 和 量子 模拟 4) 以 及 它们 的 各 种 变形 介绍 最 详细 的 资料 之 一 。Shor 95 针对 
“为 什么 设计 出 来 的 量子 算法 这 么 少 ”这 一 问题 提出 了 两 种 解释 , 并 指出 可 能 发 现 新 
型 量子 算法 的 几 种 研究 思路 。 过 去 十 年 中 , 有 大 量 关 于 量子 游 走 和 基于 量子 游 走 的 量 
子 算法 的 论文 被 发 表 ， 参见 文献 [18,192,214]。 量 子 算法 方面 最 近 取 得 的 突破 性 进展 
是 设计 出 了 可 以 求解 线性 方程 组 的 Harrow-Hassidim-Lloyd 算法 12, 这 导致 了 在 过 
去 儿 年 中 , 关于 量子 机 器 学 习 算法 [156-157,184] 的 研究 变 得 非常 火热 ; 文献 [2] 对 这 类 
研究 进行 了 一 些 有 趣 的 讨论 。 


| 第 二 部 分 


Foundations of Quantum Programming 


市 经 典 控 制 的 量子 程序 
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第 3 章 | 


Foundations of Quantum Programming 


量子 程序 的 语法 和 语义 





在 2.3 节 中 , 我 们 使 用 底层 的 量子 计算 模型 ( 即 量子 线路 模型 ) 来 介绍 量子 算法 。 WA, 
我 们 如 何 为 量子 计算 机 设计 和 实现 高 级 量子 编程 语言 呢 ? 从 本 章 起 , 我 们 将 系统 地 介绍 量子 
编程 的 基础 知识 。 

首先 , 让 我 们 看 看 如 何 直 接 扩展 经 典 的 编程 语言 , 使 其 能 够 为 量子 计算 机 编程 。 正如 1.1 
节 和 1.2 节 所 述 , 该 问题 是 量子 编程 早期 研究 中 的 主要 关注 点 。 本 章 对 一 类 经 典 程序 的 简单 
量子 化 扩展 进行 研究 一 一 使 用 经 典 控制 的 量子 程序 ， 即 程序 处 于 数据 又 加 范式 。1.2.1 节 
已 经 对 这 类 量子 程序 的 设计 思路 进行 了 简单 介绍 。 本 章 将 会 对 这 类 程序 的 控制 流 进行 简要 
讨论 。 

本 章 分 为 三 部 分 : 

e while 语句 是 许多 经 典 编程 语言 的 “核心 ”。 本 章 的 第 一 部 分 介绍 while 语句 的 量子 

化 扩展 , 由 3.1~3.3 节 构成 。 其 中 ，3.1 节 定 义 量子 while 语句 的 语法 ,3.2 WA 3.3 
节 分 别 介绍 它 的 操作 语义 和 指称 语义 。 

在 这 部 分 中 ,我 们 还 简单 地 介绍 了 量子 域 理 论 , 该 理论 是 刻画 量子 while 语句 中 循 
环 的 指称 语义 所 必需 的 。 为 了 增强 可 读 性 , 关于 量子 域 的 一 些 引 理 的 见长 证 明 被 推迟 
到 本 章 末尾 的 单独 部 分 一 一 3.6 节 。 

。 第 二 部 分 是 3.4 节 ， 这 部 分 将 通过 增加 【〈 带 经 典 控制 的 ) 递归 量子 程序 来 扩充 量子 
while 语句 。 这 部 分 还 对 递归 量子 程序 的 操作 语义 和 指称 语义 进行 了 定义 。 此 处 同样 
需要 使 用 量子 域 理 论 来 处 理 指称 语义 。 

。 第 三 部 分 是 3.5 节 ， 这 部 分 将 通过 一 个 例子 来 说 明 如 何 使 用 本 章 定义 的 编程 语言 来 
编程 实现 Grover 量子 搜索 。 


3.1 语法 
本 节 中 , 我 们 将 定义 经 典 while 语句 的 量子 化 扩展 的 语法 。 回 想 一 下 , 经 典 的 while 程 
序 是 由 如 下 语法 产生 的 : 
S ::= skip|u := t|S1; S2 
lif b then S else S2 fi 
|while b do S od 


其 中 S, 51, 9 是 程序 , u 是 变量 , t 是 表达 式 , b 是 一 个 布尔 表达 式 。 直 观 上 而 言 ，while # 


序 是 按照 如 下 顺序 执行 的 : 
o 语句 skip 除了 使 程序 终止 之 外 ,并 不 完成 其 他 任务 。 
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。 RIE “u := t” 将 表达 式 t 的 值 赋 给 变量 uo 

。 顺序 组 合 “51; 5。” 先 执行 51, 4 S 终止 之 后 再 执行 S20 

。 条件 语句 “ifb then S, else S2 fi” 首 先 对 布尔 表达 式 b 的 值 进行 计算 , 4 b 为 真 时 
执行 Sio 否则 执行 S20 我们 可 以 将 条 件 语句 进一步 扩展 为 case 语句 : 


if Gi 一 Sı 
OG 一 So 
; (3.1) 
OGn— Sn 
fi 


或 者 简写 为 : 


其 中 G1, G2,… ,Gn 是 布尔 表达 式 , 通常 称 为 卫 式 ; 91, 52,… , Sn 是 程序 。case 语句 
从 计算 卫 式 的 值 开始 执行 : 如 果 卫 式 G; AK, 那么 执行 相应 的 子 程序 Sio 

e while 循环 “while b do S od” 从 计算 循环 卫 式 "的 值 开始 执行 : WR b 为 假 , 则 循 
环 立刻 终止 ; 否则 执行 循环 体 S, 当 5 终止 之 后 会 重复 上 述 过 程 。 

现在 我 们 对 while 语句 进行 扩展 ， 使 其 可 应 用 于 量子 编程 。 我 们 首先 确定 量子 while 

语句 的 入 门 规范 : 

。qVar 是 量子 变量 的 可 数 无 限 集 。 符 号 q,q', qo, q1, 92,… 将 用 作 量 子 变量 的 元 变量 。 

。 每 个 量子 变量 q € qVar 都 对 应 一 个 A, R, 这 是 一 个 希 尔 伯 特 空间 , 即 由 g 表示 的 
量子 系统 的 态 空 间 。 为 简单 起 见 , 我 们 只 思考 两 种 基本 类 型 : 


Boolean = #4, integer = o 


需要 注意 ， 经 典 计算 中 由 Boolean 和 integer 类 型 表示 的 集合 恰好 分 别 为 % 和 
Ho 的 可 计算 基 矢 (参考 例子 2.1.1 和 2.1.2)。 本 章 介绍 的 主要 结论 可 以 简单 地 扩展 
到 包含 更 多 数据 类 型 的 情况 。 
量子 寄存 器 是 由 不 同 量子 变量 组 成 的 有 限 序 列 〈 量 子 寄存 器 的 概念 在 2.2 节 已 经 介绍 过 
T, 这 里 只 是 简单 地 将 其 扩展 , 使 它 可 以 包含 其 他 量子 变量 , 而 不 仅 是 量子 比特 变量 )。 量子 
寄存 器 7 = q1,… ,gn 的 希 尔 伯 特 态 空 间 是 7 中 的 量子 变量 的 态 空 间 的 张 量 积 : 


H= Q Ha 
i=l 


在 必要 的 时 候 , 我 们 用 Vja 来 表示 |b) 是 量子 变量 q: 的 态 , 即 |w) 属于 Hyo 因此, h)a (vil 
表示 qi 的 态 |b) 和 |p) 的 外 积 , 且 li) e wn)a。 是 HG 中 的 态 , 其 中 对 于 任意 的 1<i<n 
都 满足 qi 处 于 |w) 态 。 

通过 上 述 讨论 , 我 们 可 以 通过 量子 while 语句 来 对 程序 进行 定义 : 
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定义 3.1.1 量子 程序 是 通过 如 下 语法 产生 的 : 


S ::= skip|q := |0)|¢ := U[q]|S1; S2 
|if(Om - M[q| = m — Sm)fi (3:2) 
|while Miq] =1 do S od 


我 们 需要 对 这 个 定义 进行 详细 解释 : 

。 与 经 典 while 语句 类 似 , 语句 skip 除了 使 程序 终止 之 外 ,并 不 执行 其 他 任务 。 

。 初 始 化 语句 “4 := |0)” 将 量子 变量 q 设 为 基态 |0)。 对 于 任意 的 纯 态 |Y) € H TA 
存在 一 个 属于 4 KERT U 使 得 |b) = U10) 成 立 。 所 以 , 可 以 按照 这 种 初始 化 
方式 及 乏 正 变 换 gq := [a] 来 制备 处 于 V) 态 的 系统 q- 

。 语 句 “5 := U 回 ”意味 着 在 量子 寄存 器 7 上 执行 么 正 变换 U, 而 不 属于 7 的 量子 变量 
的 态 保持 不 变 。 

。 顺序 组 合 与 它 在 经 典 编程 语言 中 的 副本 的 含义 相同 。 

。 程序 结构 


if (Om - Mla = m > S,,)fi = if Mla =m > Sm, 
E m2 — Sm: 

(3.3) 
Mn 一 Sm, 


fi 


是 对 经 典 case 语句 ( 式 (3.1)) 的 量子 化 扩展 。 回想 一 下 , 在 执行 语句 (3.1) 时 , 第 一 
步 是 检查 哪个 卫 式 G; 满足 条 件 。 但 是 根据 量子 力学 第 三 基本 假设 (参考 2.1.4 节 )， 
想 要 从 量子 系统 获取 信息 就 必须 对 其 进行 测量 。 所 以 在 执行 语句 (3.3) 时 , 将 会 对 量 
子 寄存 器 7 执行 量子 测量 : 


M a {Mm} = {Mmi Mma: Miria } 


接着 会 根据 测量 结果 选择 合适 的 子 程序 Sm 执行 。 基 于 测量 的 case HA) (3.3) MA 
典 case 语句 有 一 点 重要 的 不 同 : 前 者 程序 变量 的 态 在 测量 之 后 会 发 生变 化 , 而 后 者 
却 不 会 变化 。 
。 语句 

while Mlg = 1 do S od (3.4) 
是 经 典 循环 “while b do S od” 的 量子 化 扩展 。 为 了 获取 关于 量子 寄存 器 q 的 信息 ， 
要 对 其 执行 测量 M. 测量 M = {Mo, Mi} 是 yes-no WWE, 它 只 有 两 种 可 能 的 测量 结 
R: 0 (no) 和 1 (yes)。 如 果 观 测 到 的 测量 结果 为 0， 那 么 程序 终止 ;如 果 结 果 为 1, 
那么 会 执行 子 程序 S 并 继续 。 量 子 循环 (3.4) 和 经 典 循环 的 唯一 区 别 在 于 , 经 典 循环 
在 检查 循环 卫 式 b 时 不 会 改变 程序 变量 的 状态 , 但 在 量子 循环 中 却 并 非 如 此 。 
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经 典 控制 流 


现在 是 时 候 解释 为 什么 本 章 开 始 说 通过 量子 while 语句 编写 的 程序 的 控制 流 是 经 典 的 。 
回想 一 下 ,程序 的 控制 流 就 是 它 执行 的 顺序 。 在 量子 while 语句 中 只 有 两 类 语句 (case 语 
句 (3.3) 和 循环 (3.4)), 它们 的 执行 是 通过 从 两 条 或 更 多 条 路 径 中 进行 选择 来 决定 的 。case 语 
A) (3.3) 根据 测量 M 的 结果 选择 其 中 一 条 命令 去 执行 : 如 果 测 量 结果 是 m 那么 会 执行 相 
应 的 命令 Sv,。 既 然 量子 测量 的 结果 是 经 典 信息 ， 那 么 语句 (3.3) 中 的 控制 流 就 是 经 典 的 。 
可 以 通过 相同 的 方式 论证 循环 (3.4) 的 控制 流 也 是 经 典 的 。 

正如 1.2.2 节 所 指出 的 那样 , 也 可 以 定义 带 量子 控制 流 的 程序 。 程序 的 量子 控制 流 很 难 
理解 , 它 是 第 6 章 和 第 7 章 的 主题 。 


量子 变量 


在 本 节 结 束 之 前 , 我 们 将 介绍 如 下 技术 性 定义 , 该 定义 在 接 下 来 的 论述 中 会 用 到 。 
定义 3.1.2 ”可 以 将 量子 程序 S 中 量子 变量 的 集合 qvar(S) 递归 地 定义 为 : 

(1) 如 果 S = skip, ABA qvar(S)= 9. 

(2) wX S =q := |0), 那么 qvar(S) = {9}。 

(3) #RS=G:=Ulg], 那么 qvar(S) =|. 

(4) 如 果 S = S1; S2, 那么 qvar(S) = qvar(S1) U qvar(S2)。 

(5) 如 果 S = if (Om . Mfg] = m —> Sm)fi, 那么 


qvar(S) = GU U qvar(Sm) 


m 


(6) 如 果 S = while M[g] = 1 do S od, AKA qvar(S) = qU qvar(S)。 


3.2 ”操作 语义 
上 一 节 中 定义 了 量子 while 程序 的 语义 。 这 节 将 对 量子 while 语句 的 操作 语义 进行 定 
Mo 我们 先 介 绍 几 个 符号 : 
e p 是 希 尔 伯 特 空间 © 中 的 正定 算 子 ， 如 果 tr(p) <1, 那么 我 们 称 它 为 局 部 密度 算 
子 。 所以， 如果 密度 算 子 p (参考 定义 2.1.21) 满足 tr(p) = 1, 那么 它 是 局 部 密度 算 
Fo 我 们 将 . 中 局 部 密度 算 子 的 集合 记 为 D(H) 在 量子 编程 理论 中 ,因为 包含 循 
环 (或 者 更 一 般 地 , 递归 ) 的 程序 可 能 以 确定 的 概率 不 会 终止 , 并 且 其 输出 一 定 是 局 
部 密度 算 子 而 不 一 定 是 密度 算 子 , 所 以 局 部 密度 算 子 是 一 个 非常 有 用 的 概念 。 
。 我 们 将 所 有 量子 变量 的 希 尔 伯 特 态 空间 的 张 量 积 记 为 Mu: 


Fa = Q Ha 
qEqVar 
e。 令 = qi,… ,gn 是 一 个 量子 寄存 器 。7 的 态 空间 A 中 的 算 子 4 的 柱 面 扩张 为 
4@Te Hy, 其 中 了 是 不 属于 寄存 器 q 中 的 量子 变量 的 希 尔 伯 特 态 空间 
QD % 


qeqVar\g 


| 64 | 
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中 的 单位 算 子 。 下 文中 我 们 将 其 柱 面 扩张 简 记 为 4， 且 它 可 以 通过 上 下 文 进行 分 辨 ， 
不 会 有 产生 混淆 的 风险 。 
。 我们 用 符号 E 表示 空 程序 , 即 终 止 。 
与 经 典 编程 理论 相似 , 可 以 从 配置 之 间 转 换 的 角度 对 量子 程序 的 执行 进行 合理 的 描述 。 
定义 3.2.1 量子 配置 是 一 个 二 元 组 (S.p), KP: 
e S 是 一 个 量子 程序 或 空 程序 Eo 
© pE (1) 是 属于 An 中 的 局 部 密度 算 子 ， 我 们 用 它 来 表示 量子 变量 的 〈 总 体 的 ) 
量子 配置 之 间 的 转换 
(3S,p) > (S", p’) 
意味 着 态 为 p 的 量子 程序 5 执行 一 步 后 ,量子 变量 的 态 会 变 为 p',， 5S’ 是 程序 5S 的 剩余 部 分 
并 会 继续 执行 。 特 别 地 ,如 果 5' = E, 那么 程序 5 SHEA p 终止。 
定义 3.2.2 ”通过 图 3.1 中 的 转换 规则 所 定义 的 量子 配置 之 间 的 转换 关系 “一 ” 即 为 量 
子 程序 的 操作 语义 。 
(SK) (skip, p) > (E, p) 
(IN) (= 10), p) > (E, 8) 
其 中 
|0)q(O|p|0)q(0| + |0)q(1|pl1)q(0|  type(q) = Boolean 


>, |0)a (nlpln)a (0| type(q) = integer 


n=—co 





(了 = U{q], p) =? (E, UpUt+) 


(S1, p) 2 (Si P’) 
(S1; S52, p) 一 (S1; S2, p’) 


其 中 我 们 约定 E; S2 = S20 
(if (Gm - M[q] = m —> Sm) fi, p) — (Sm;MmpMh) 


对 于 测量 M = {Mm} 的 任意 可 能 的 测量 结果 m 都 成 立 。 








(while M[g] = 1 do S od, p) 一 (E, MopMi) 





(while M[g] = 1 do S od, p) > (S; while M[g] = 1 do S od, MipM}) 


3.1 量子 while 程序 的 转换 规则 


我 们 应 当 将 先前 定义 的 操作 语义 (也 就 是 关系 一 ) 理解 为 满足 图 31 中 规则 的 量子 配置 
之 间 的 最 小 转换 关系 。 显然 , 转换 规则 (IN). (UT). (IF). (LO) 和 (L1) 是 由 量子 力学 的 基本 
假设 决定 的 。 正如 第 2 章 所 述 , 概率 性 是 由 量子 计算 中 的 测量 引起 的 。 但 应 当 注 意 到 量子 程 
序 的 操作 语义 是 一 类 普通 的 转换 关系 一 ， 而 不 是 概率 性 转换 关系 。 以 下 备注 可 以 帮助 读者 
更 好 地 理解 这 些 转换 规则 : 

e 规则 (UT) 的 目标 配置 中 的 符号 U 实际 代表 U 在 Ha 中 的 柱 面 扩张 。 适 用 于 测量 

和 循环 的 规则 (IF). (LO) 和 (L1) 也 都 是 如 此 。 
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。 在 规则 (IF) 中 , 观测 到 结果 为 m 的 概率 为 : 
Pm = tt(MmpMy},) 
并 且 在 这 种 情况 下 , 测量 之 后 系统 的 态 变 为 
pm = MmpM},/Pm 
所 以 , 规则 (F) 的 一 个 本 质 的 描述 就 是 概率 性 转换 : 66 
(ifm - MG = m > Sm)fi, p) 7% (Sm, Pm) 
但 是 , 如 果 我 们 将 概率 pw 和 密度 算 子 pm 编码 为 局 部 密度 算 子 
MmpMi, = pmpm 
那么 就 可 以 将 这 个 规则 表述 为 一 种 普通 的 〈 非 概率 性 ) 转换 。 
。 同样, 在 规则 (LO) 和 (L1) 中 测量 得 到 0 和 1 的 概率 分 别 为 : 
po = tr(MopMÅ), pı = tr(MipM}) 


当 测量 结果 为 0 时 系统 的 态 会 从 p 变 为 MopMi /po， 当 测量 结果 为 1 时 系统 的 态 会 
从 p 变 为 MipMi/pi。 将 概率 和 测量 之 后 的 态 编码 为 局 部 密度 算 子 ， 就 可 以 用 普通 
的 转换 来 代替 概率 性 转换 对 规则 (LO) 和 (L1) 进行 描述 。 
从 上 述 讨论 中 我 们 发 现 ， 概 率 和 测量 之 后 的 态 进行 合并 的 惯例 使 得 我 们 能 够 将 操作 语 
X 一 定义 为 非 概 率 性 转换 关系 。 
纯 态 的 转换 规则 


图 3.1 中 的 转换 规则 是 通过 密度 算 子 的 语言 进行 描述 的 。 正如 下 一 节 所 述 , 这 类 一 般 性 
的 设置 为 我 们 提供 了 一 种 指称 语义 的 优雅 的 形式 化 描述 。 但 是 在 应 用 中 使 用 纯 态 通 常会 更 
加 方便 。 所 以 我 们 在 图 3.2 中 描述 了 这 些 转 换 规则 的 纯 态 变 体 。 在 纯 态 转换 规则 中 , 配置 可 
以 用 二 元 组 

(S, |w)) 

表示 , 其 中 S 是 量子 程序 或 者 空 程序 E, W) 是 Zn 中 的 纯 态 。 正如 上 文 所 述 , 图 3.1 中 的 
转换 都 是 非 概率 性 的 。 但 是 规则 (IF’). (L0) 和 (L1) 中 的 转换 则 是 概率 性 的 , 它们 都 具有 
如 下 形式 : 


(S, |w)) = (S, W) 
当 概 率 = 1 时 , 可 以 将 这 种 转换 缩写 为 
(S, |b)) = (S', Iw")) 


当然 , 图 3.2 中 的 规则 是 图 3.1 中 所 对 应 的 规则 的 特殊 情况 。 反 过 来 说 , 通过 密度 算 子 
和 纯 态 的 系 综 之 间 的 等 价 性 , 图 3.1 中 的 规则 可 以 从 图 3.2 中 对 应 的 规则 推导 得 到 。 
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(skip, |)) > (E,1¥)) 
@:= Ual 1)) > (E, UN)) 
(S1, 1)) = (St, 1¥")) 
(S1; S2, 1%)) 7 (S1; S2, |v’)) 

其 中 我 们 约定 E; S2 = S20 





Mm|y) ) 


(if (Om: MIF] = m + Sm) fi, [y)) EO (Sm [Mmi] 


对 于 测量 M = {Mm} 的 任意 可 能 的 测量 结果 m 都 成 立 。 


ILMol#) ||? (x Mol?) ) 


(while M[q] = 1 do S od, |4)) :lw 





(while M 回 = 1 do S od, |y)) air (s: whild Mig] =1 do a od, “i? ) 
A 


3.2 SHA FET while 程序 的 转换 规则 


读者 可 能 已 经 注意 到 图 3.2 中 并 没有 初始 化 规则 (IN) 的 纯 态 版 本 。 实 际 上 , 规则 (IN) 
没有 纯 态 版 本 是 因为 初始 化 操作 可 能 会 将 纯 态 转换 为 混合 态 : 虽然 初始 化 操作 q := |0) 将 局 
部 变量 g 的 状态 变 为 纯 态 |0), 但 它 对 其 他 变量 的 副作用 可 能 会 导致 所 有 变量 qVar 的 总 体 
AS |b) € Han 变 为 混 态 。 为 了 更 清晰 地 理解 规则 (N), 我 们 以 type(q) = integer 的 情况 为 
例 进 行 讨论 。 

例子 3.2.1 

(1) 我 们 首先 思考 这 类 情况 : p AWA, PAL |v) E Han 使 得 p = |v) (| 成 立 。 我 们 
将 |b) 写成 如 下 形式 : 


= 》 axlve) 
k 
其 中 所 有 的 |e) 都 是 积 态 : 
le) a CO \Dkp) 
peqVar 
那么 
p=} aro} lbr) (wl 


k,l 
在 初始 化 操作 q := |0) ZG, ABA: 
P= X [0)q(nlpin)q(0| 


= avai ( > fo) (id) 


n=—Co 


=J ao} ( >, di) (woe Q mt 


n=—00 P#q 


akal (Wig| Wkg) 区 ® & ia) 


PFq 


cod 
~ 


RIX ETAF HERPEX 57 


PFq 


= |0) a(0| ® : akar (iq |Vkq) C0 Ivko) 可 (3.5) 


ER, ER p 是 纯 态 , 但 pl 却 不 一 定 是 纯 态 。 
(2) 总 体 来 说 , 假设 p 是 通过 纯 态 的 系 综 {(pi, 1wi))} 产生 的 ， 也 就 是 说 


p= D> Pale) (da 


对 于 任意 的 i, 我 们 记 pi = |vi) (wi|， 并 假设 在 初始 化 之 后 它 会 变 为 p4)。 通 过 上 述 讨论 , 我 
ANT VA ph, 写成 如 下 形式 : 


= oola ( alva)ou! 
p= lOa Dole Pik 


其 中 对 于 任意 的 者 有 |Pik)E GVar\{q}。 那么 初始 化 操作 会 导致 p RA 
P= >) [0)a(nfoln) (0! 


“Ta > lo)stnleilm)s ai 


n=—co 


= |0)a(0| ® (Frontean) (3.6) 
i,k 
从 公式 (3.5) 和 (3.6) 我 们 可 以 发 现 ， 量 子 变量 dg 的 态 被 设置 为 |0), 而 其 他 量子 变量 的 
态 没 有 变化 。 
练习 3.2.1 找到 方程 (3.5) 中 p8 是 纯 态 的 一 个 充 要 条 件 (提示 : 密度 算 子 p 是 纯 态 当 
且 仅 当 tr(p2) = 1， 参 考 [174] 一 书 中 的 练习 2.71)。 


程序 的 计算 
现在 可 以 从 量子 程序 计算 的 转换 的 角度 对 它 的 概念 进行 自然 而 然 的 定义 。 
EX 3.2.3 令 S 是 一 个 量子 程序 且 PE 9(31)。 
(1) AAS p 开始 的 5 的 转换 序列 是 有 限 或 无 限 的 配置 序列 ， 该 序列 具有 如 下 形式 : 


(S, p) -2 (S1, p1) a (Sn, Pn) = (Sn+41; Pn+1) = 


满足 对 于 所 有 的 n 都 有 pn 了 关 0( 除 了 有 限 序 列 的 最 后 一 个 n)。 
(2) 如 果 这 个 序列 不 能 被 延伸 ,那么 我 们 可 以 将 它 称 为 从 p 开始 的 S 的 计算 。 
(a) 如 果 计算 是 有 限 的 且 它 的 最 后 一 个 配置 为 (EB,p'), 那么 我 们 称 它 终 止 于 p' 态 。 
(b) 如 果 计 算是 无 限 的 , 那么 我 们 称 它 是 发 散 的 。 此 外 , 每 当 3 有 从 p 开始 的 发 散 
HH, 我 们 就 称 它 可 以 从 p 发 散 。 
为 了 阐述 这 个 定义 ,让 我 们 看 一 个 简单 的 例子 : 
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例子 3.2.2 ”假设 type(qi) = Boolean, type(q2) = integer, 思考 如 下 程序 : 


$=q:=|0);g2 := |0); qı := Hlqil;g2 := q2 +7 
if M[q] = 0 > Sı 
口 1— S2 
fi 


其 中 : 
e 万 是 Hadamard 变换 ,qz := q +7 是 对 


q2 :一 T7[az] 


的 改写 , 其 中 7T7 是 例子 2.1.4 中 定义 的 移 位 算 子 。 
e M 是 在 AH 的 可 计算 基 失 |0),|1) 上 的 测量 , 即 M = {Mo, Mi}, Mo = |0)(0| 且 Mi = 

[Dlo 
e Sı = skipo 
。 S2 = while Nlgz] = 1 do qı := X[q] od, P X 是 泡 利 矩阵 (也 就 是 非 门 )，N = 

{No, Ni}, A ; 

No = a In)(n|, M = y |n)(n| 
n=1 


Nn 二 一 00 


令 p= |1)a (1| ®|— 1)q.(-1| @ po E 


po = (9 10)4(0] 


q#41 ,92 


那么 从 p 开始 的 9 的 计算 为 : 


(S,p) 一 (q2 := |0); qı := A[qi]; q2 := q2 + 7; if- - - fi, p1) 


( 
一 (qı := [qi]; g2 := q2 + 7; if- - - fi, p2) 
(q2 := 92 + 7; if- - - fi, p3) 

( 


| 


if- - - fi, p4) 


= (S1, ps) > (E, ps) 
(S2, pe) 


(S2, pe) > (qı := X [q1]; S2, p6) 
ray (S2, ps) 
> (qı := X[q]; S2,p6) (Æ 2n-1 次 变换 之 后 ) 
S (S2, ps) 


一 es 
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其 中 : 
pt = 10)q, (01 @ | -Da(-1l® po 
p2 = 10)q,(0] @ lÔ): (01 @ po 
P3 = |+)a (+| ® |0)q2(0| ® po 
pa = |+)a (+18 IMaa(7l © po 
ps = 510)e, (01 @ I7) (7| po 


1 
pë = zla (1| ® \7)q2 (7| ® po 


所 以 5S 可 以 从 p 发散。 注意 S2 也 有 转换 
(S2, pe) = (E; Oan) 

但 当 目 标 配置 的 局 部 密度 算 子 是 零 算 子 时 ,我们 通常 舍弃 这 种 转换 。 
不 确定 性 

本 节 最 后 我 们 看 看 经 典 while 程序 和 量子 while 程序 的 操作 语义 之 间 一 个 有 趣 的 差 
Fo 经 典 的 while 程序 是 一 类 典型 的 确定 性 程序 ， 它 会 在 给 定 的 态 下 开始 精确 的 计算 。( 这 
里 , 如 果 不 仅 包含 条 件 语句 “if. .then…else”, 而 且 包 含 case 语句 (3.1)， 那 么 假设 卫 式 
G1, G2，,… ,Gn 不 会 同时 成 立 。) 但 是 ,这 个 例子 表明 ,因为 语句 if (Dm Mig] =m > S,,)fi 
和 while M 团 =1do S od 中 的 测量 会 导致 概率 性 的 产生 , 所 以 量子 while 程序 便 不 再 具 
有 确定 性 了 。 本 质 上 而 言 , 定义 3.2.2 中 给 出 的 量子 程序 的 操作 语义 一 是 一 种 概率 性 转换 关 


系 。 但 是 , 在 将 概率 性 编码 为 局 部 密度 算 子 之 后 , 概率 性 体现 为 转换 规则 (IF). (LO) 和 (L2) 
中 的 不 确定 性 。 因此 , 我 们 应 当 将 语义 一 理解 为 不 确定 性 转换 关系 。 


3.3 ”指称 语义 


我 们 在 上 一 节 中 定义 了 量子 程序 的 操作 语义 。 指称 语义 可 以 基于 操作 语义 进行 定义 , 或 
者 更 确切 地 说 , 是 基于 定义 3.2.3 中 的 计算 概念 进行 定义 的 。 量子 程序 的 指称 语义 是 一 类 语 
MRM, 它 可 以 将 局 部 密度 算 子 映射 到 它 本 身 。 直观 上 而 言 , 对 于 任意 的 量子 程序 S, 5 的 
语义 函数 对 S 的 所 有 可 终止 性 计算 的 计算 结果 进行 求 和 。 

如 果 可 以 从 (5,p) 通过 ”次 转换 关系 一 PAME (V, p) 意味 着 存在 配置 (91, p1),…， 
(Sn—1, Pn—1) 满足 


(3S,p) > (S1,p1) > ++» > (Sn_1, pn-1) > (S’, p') 
那么 我 们 记 
(S,p) >” (S’, p’) 
此 外 , 将 一 的 自 反 传递 闭 包 记 为 一 *， 即 


(SPD) = (S’, p’) 
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当 且 仅 当 存在 某 个 n > 0 使 得 (S, p) >” (S, p) 成 立 。 


定义 3.3.1 45 是 一 个 量子 程序 , 那么 对 于 任意 的 pe (和 11)， 可 以 将 它 的 语义 函 
数 
[S] : (Han) > B( Han) 
定义 为 
[S](p) = > {lp’ : (S.p) >* (E, e’)|} (3.7) 
其 中 {| -|} 代表 多 重 集 口 。 
公式 (3.7) 中 使 用 多 重 集 而 不 是 传统 集合 的 原因 在 于 通过 不 同 的 计算 路 径 可 能 会 得 到 相 
同 的 局 部 密度 算 子 ， 这 与 我 们 在 上 一 节 的 规则 (IF). (LO) 和 (L1) 中 看 到 的 类 似 。 接 下 来 这 
个 简单 的 例子 更 确切 地 对 这 种 情况 进行 了 说 明 。 
例子 3.3.1 假设 type(q) = Boolean。 思 考 程 序 : 
S = q := |0); q := Hlal; if M[q] =0 > So 
ia 1 一 91 
fi 
其 中 : 
。 M 是 在 单 量子 比特 态 空 间 .3 的 可 计算 基 和 拓 |0),|1) 上 的 测量 。 
e So =q:= Ijq] E Sı = q:=X{ql, 其 中 了 是 密度 算 子 , XREN. 
令 p=|0)an(0|, HP: 
|0)an = ®&) |0)q 


qEqVar 


ARAMA p 开始 的 S 的 计算 为 : 


(S, p) —> (q := H{q]; if- - - fi, p) 
— (if--- fi, |+) (+| 8 CO |0)p(0}) 


D 天 9 


一 


(So, 310) (01 ® pz 10) (01) — (z, 5°) 
(s+, 3) (le Bp 100) = (2,3 


所 以 ， 我 们 有 : 
[Sl(p)= 59+ 50 =P 





O ZER (multi-set) 是 集合 概念 的 推广 。 在 一 个 集合 中 , 相同 的 元 素 只 能 出 现 一 次 ,因此 只 能 显示 出 有 或 无 的 
属性 。 在 多 重 集中 , 同一 个 元 素 可 以 出 现 多 次 。 多 重 集 的 势 的 计算 和 一 般 集 合 的 计算 方法 一 样 , 出 现 多 次 的 元 
素 则 需要 按 出 现 的 次 数 计算 , 不 能 只 算 一 次 。 一 个 元 素 在 多 重 集 里 出 现 的 次 数 称 为 这 个 元 素 在 多 重 集 里 面 的 重 
数 (或 重 次 、 重 复 度 )。 例 如 ,，{f1，2,，3} 是 一 个 集合 ; {1, 1, 1, 2, 2, 3} 不 是 集合 , 而 是 一 个 多 重 集 。 其中, 元 
素 1 的 重 数 是 3, 2 的 重 数 是 2, 3 的 重 数 是 1; 集合 的 元 素 个 数 是 6。 有 时 为 了 和 一 般 的 集合 相 区 别 , 多 重 集 
会 用 方 括号 而 不 是 花 括 号 标记 , 比如 {1, 1, 1, 2, 2, 3} 会 被 记 为 [1, 1, 1, 2, 2, 3]。 和 多 元 组 或 数组 的 概念 不 
同 , 多 重 集中 的 元 素 是 没有 顺序 的 , RAW, {1, 1, 1, 2, 2, 3} 和 {1, 1, 2, 1, 2, 3} 是 同一 个 多 重 集 。 
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3.3.1 ”语义 函数 的 基本 属性 


与 经 典 编程 理论 相似 , 操作 语义 可 以 方便 地 描述 量子 程序 的 执行 。 另 一 方面 , 指称 语义 
适用 于 研究 量子 程序 的 数学 属性 。 现在 我 们 建立 几 条 语义 函数 的 基本 属性 , 这 对 于 推导 量子 
程序 非常 有 用 。 


首先 , 我 们 观察 到 任意 量子 程序 的 语义 函数 都 是 线性 的 。 
引 理 3.3.1 (线性 关系 ) 4 Pispa € D(H) E Ay, À2 > Os 如 果 A1p1 十 和 2p2 E€ D(H), 
那么 对 于 任意 的 量子 程序 S, RMA: 


[S](A1p1 + A2p2) = Ai [S] (P1) + A2[S] (p2) 


证 明 : 可 以 通过 对 5 的 结构 使 用 归纳 法 来 证 明 如 下 事实 : 
e 声明 : 如 果 (9, p1) 一 (5S,p1) E (S, p2) > (S’, pb), 那么 


i (S, A1pı + M2p2) 一 (S', Arp, + 82p2) 


于 是 引 理 3.3.1 成 立 。 口 

练习 3.3.1 ”证明 引 理 3.3.1 的 证 明 过 程 中 的 声明 成 立 。 

其 次 , 我 们 为 量子 程序 (除了 while 循环 ) 的 语义 函数 提出 一 种 结构 化 表示 。 量子 循环 
的 语义 函数 的 这 种 表示 需要 一 些 格 理论 中 的 数学 工具 。 所以, 我 们 先 在 下 一 节 中 对 必要 的 数 
学 工具 进行 介绍 , 再 在 3.3.3 节 对 其 进行 描述 。 

命题 3.3.1 (结构 化 表示 ) 

(1) [skip](p) = p 

(2) (a) 如 果 type(q) = Boolean, 那么 


[a := |0)](p) = |0)q(0|e|0)q(0| + |0)q(1|p|1)4(0| 
(b) 如 果 type(q) = integer, 那么 


la :=|0)](p) = S > |0)q(nlp|n),(0| 
(3) [z := Uf] (P) = Uput 
(4) [S1; 52](p) = [sz]([si](o)) 
(5) [if (Om - M[q] = m > Sm) fi](0) = Em [Sm] (MmpM},) 
证 明 : (1), (2) 和 (3) 显然 成 立 。 
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(4) 通过 引 理 3.3.1 和 规则 (SC), 我 们 得 出 : 


[S21([S1](p)) = [Ts2](> {ler : (91,0) —* (E, p1)|}) 
= > {|[S2](p1) : (S1,p) —" (E, p1)|} 
= {J {l : (52,p1) >* (E, p’)|} : (S51,p) >* (E, p1)|} 
= {lp': (51,p) >* (E, p1), (S2,p1) >* (E, p’)|} 
= $ {lf : (S1; S52, p) 一 (E, p’)|} 
= [S1; $2](p) 


(5) 可 以 从 规则 (IF) 中 得 到 。 口 


3.3.2 “量子 域 


在 提出 量子 while 循环 的 语义 函数 的 表示 之 前 , 我 们 首先 做 一 些 铺垫 。 在 这 一 小 节 中 ， 
我 们 将 对 局 部 密度 算 子 和 量子 操作 的 域 进行 考察 。 本 小 节 介 绍 的 概念 和 引 理 在 3.4 节 和 第 7 
章 中 也 会 用 到 。 


基本 格 理论 


我 们 首先 回顾 一 下 格 理 论 的 基本 概念 。 
定义 3.3.2 ” 偏 序 是 一 个 二 元 组 (L,C), RPL 是 一 个 非 空 集合 , CARL 上 的 一 个 满 
足 如 下 条 件 的 二 元 关系 : 
(1) 自 反 性 : 对 于 所 有 的 TEL, WA TET 
(2) 反对 称 性 : 对 于 所 有 的 ry EL, clyylr BRA c=yo 
(3) 传递 性 : 对 于 所 有 的 z,y,2EL, rCyylz 意味 着 ZECz。 
定义 3.3.3 $ (L,C) 是 一 个 偏 序 。 
(1) 如 果 对 于 所 有 的 yeEL RA Cy, 我 们 称 元 素 ZEL 为 工 的 最 小 元 素 。 通 常 将 最 
小 元 素 记 为 0。 
(2) 如 果 对 于 所 有 的 VEX MA yO re, 那么 我 们 称 元 素 Zz CL AFR X CL 的 一 个 
上 界 。 
(3) 如 果 满 足 : 
(a) r 是 XX 的 一 个 上 界 。 
(b) 对 于 XX 的 任意 上 界 y, PAR rly. 
那么 我 们 将 z 称 为 X 的 最 小 上 界 ,并 记 为 =| |X。 
4X 是 序列 {zn}2%2o 时 , 通常 将 UX WA LY zn 或 者 Un Tno 
定义 3.3.4 HAF (L,C) 满足 如 下 条 件 时 , 我 们 就 称 它 为 完全 偏 序 ( 简 单 记 作 CPO): 
(1) 它 有 最 小 元 素 0。 
(2) L 的 任何 递增 序列 {zn} 中 都 存在 ozn， 即 


xo Ee C aC Tny Ete 
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定义 3.3.5 邻 (L,C) 是 一 个 CPO。 对 于 工 中 的 任意 递增 序列 {en}, ML 到 它 自身 
的 函数 f 如 果 满 足 


j (Lis) =U 


那么 就 称 该 函数 是 连续 的 。 
在 编程 理论 中 , 接 下 来 的 定理 被 广泛 地 应 用 于 对 循环 和 递归 程序 的 语义 进行 描述 。 
定理 3.3.1 (Knaster-Tarski 定理 ) 4 (L,C) 是 一 个 CPO, HAAS: LOL Rik 
的 。 那 么 f 有 最 小 不 动 点 
Wf = | | FO} 
n=0 


CAP f(uf) =hf, Hae R f(z) =2, 那么 uf Er), 其 中 


f (0) =0 
ITD (0) = fF(f™(0)) n>O0 


练习 3.3.2 ”证 明定 理 3.3.1. 
局 部 密度 算 子 的 域 


我 们 现在 思考 在 量子 while 循环 的 表示 中 所 需 的 量子 对 象 的 格 理论 结构 。 事实 上 , 我 
们 需要 对 两 种 等 级 的 量子 对 象 进行 处 理 。 低 等 级 的 是 局 部 密度 算 子 。 令 A 为 任意 的 希 尔 
伯 特 空间 。 定 义 2.1.13 已 经 对 局 部 密度 算 子 的 集合 Do) 中 的 偏 序 进行 了 介绍 。 回 想 一 
F, Lowner 序 是 这 样 定 义 的 : 对 于 任意 的 算 子 A,B e (W), WR B-A 是 正定 算 子 , 那 
么 ACB 成 立 ,。 接 下 来 的 引 理 对 具有 Lowner 序 C 的 D(A) 的 格 理论 属性 进行 了 说 明 : 
引 理 3.3.2 (D(#),C) 是 一 个 CPO, BREF 0y 是 它 的 最 小 元 素 。 


量子 操作 的 域 


我 们 进一步 思考 量子 操作 (参考 定义 2.1.25) 的 格 理论 结构 。 

引 理 3.3.3 RE . 知 中 任意 的 量子 操作 都 是 将 (D(H),C) 映射 到 它 本 身 的 
连续 函数 。 

我 们 将 希 尔 伯 特 空间 .办 中 量子 操作 的 集合 记 为 20H) AA D(H) EC L(H), 但 
DOH) GE 2(2( 产 ))， 所 以 应 当 将 量子 操作 理解 为 一 类 比 局 部 密度 算 子 更 高 级 的 量子 对 
象 。 算 子 之 间 的 Lowner 序 可 以 以 一 种 自然 的 方式 引出 量子 操作 之 间 的 偏 序 : 对 于 任意 的 
E, F € 20H), 

e ECF Elp) E Fl) 对 于 任意 的 pe D(H) 都 成 立 。 

从 某 种 意义 上 而 言 ，L5wner 序 可 以 将 低 等 级 的 对 象 D(A) 转变 为 高 等 级 的 对 象 2O(H). 

引 理 3.3.4 (2O(H#/),C) 是 一 个 CPO。 

引 理 3.3.2、3.3.3 和 3.3.4 的 证 明 过 程 非常 复杂 。 为 了 便于 阅读 ,我 们 将 这 些 证 明 放 在 
3.6 节 中 。 
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3.3.3 ”循环 的 语义 函数 

现在 我 们 已 经 准备 好 说 明 量 子 while 循环 的 语义 函数 可 以 通过 它 的 有 限 语法 逼近 的 语 
义 函 数 的 极限 来 表示 。 为 此 , 我 们 需要 一 个 辅助 的 符号 一 一 abort 表示 量子 程序 , 满足 : 

[abort] (p) = On 
对 于 任意 的 pe O( 7) 都 成 立 。 直 观 上 而 言 , 程序 abort 并 不 保证 一 定 会 终止 。 例如 , 可 以 
选取 
abort = while Mrriviailq] = 1 do skip od 

其 中 g 是 量子 变量 ，Mirivia = {Mo = 0x,,Mi = Iæ} 是 态 空 间 Hee 中 的 平凡 测量 。 我 们 将 


程序 abort 作为 归纳 定义 量子 循环 的 语法 和 逼近 时 的 归纳 基 。 
定义 3.3.6 ”思考 量子 循环 


while = whileM |q] = 1 do S od (3.8) 


FFERI i HR k, while HH k 次 语法 和 逼近 while” 可 以 归纳 定义 为 


while®  =abort 

while*+® =if M[q] = 0 > skip 
口 1 一 S; while? 
fi 


可 以 将 量子 while 循环 的 语义 函数 表示 为 : 
命题 3.3.2 4 while 是 循环 (3.8). ARA: 


co 
[while] = |_| [while] 
k=0 


其 中 对 于 任意 的 > 0, while” 是 while 的 第 有 次 语法 通 近 。 符 号 | | 表示 量子 操作 的 上 
AR, 即 CPO(2O(Hn),C) 中 的 最 小 上 界 。 
证 明 : 对 于 ii = 0,1, 我 们 引入 辅助 的 算 子 


6i: (Hau) > D(H) 


将 其 定义 为 对 于 所 有 的 pe D(H), 都 有 Elp) = MipMi。 
首先 我 们 通过 对 k 使 用 归纳 法 来 证 明 : 对 于 所 有 的 k> 1, 都 有 


k-1 
[while ](p) = 》 [4 © ([S] 0 &)"] (p) 
n=0 


上 述 等 式 中 的 符号 。 表 示 量 子 操作 的 组 合 , 即 量子 操作 E 和 F 的 组 合 Fof 定义 为 对 于 
任意 的 pe D(H) 都 有 (F o€)(p) = F(E(p))o k=1 的 情况 显然 成 立 。 那么 通过 命题 3.3.1 
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的 (1)、(4) 和 (5) 以 及 -1 时 的 归纳 假设 , 我 们 可 以 得 到 : 
[ while | oo) = [skip] (40(0)) + |S; white] edo) 


= &(p) + of a (CESI © &1)(p)) 


H5 £ o ([S] o &1)"] ((LS] ° &)(p)) 


= 区 [40 o ([S] © &1)"] (p) (3.9) 
其 次 , 我 们 有 : 
[while] (p) = Dates (while, p) >* (E, p’)|} 
= -5X {lo : (while, p) >" (E, p’)|} 
所 以 , 可 以 证 明 对 于 任意 的 大 > 1 都 有 


>> {17 : (while, p) >" (E, p')|} = [& 0 ([S] 0 &)*-7] (p) 


有 了 上 述 论述 , 通过 对 使 用 归纳 法 不 难 证 明 这 个 等 式 成 立 。 口 

可 以 从 上 述 命题 中 推导 出 量子 循环 的 语义 函数 的 不 动 点 特性 描述 。 

推论 3.3.1 4 while 为 循环 (3.8)。 那么 对 于 任意 的 pe PMH), 满足 

[while](p) = MopMi + [while] ([S] (MpMt )) 

证 明 : 从 命题 3.3.2 和 式 (3.9) 可 以 直接 得 出 。 o 
3.3.4 ”量子 变量 的 改变 与 访问 

理解 程序 行为 的 核心 问题 是 观察 程序 变量 的 状态 是 如 何 改 变 的 ， 以 及 在 程序 的 执行 过 
程 中 如 何 访问 程序 变量 。 作 为 刚刚 研究 的 语义 函数 的 第 一 个 应 用 , 我 们 现在 来 解决 量子 程序 
中 的 这 个 问题 。 

为 了 简化 表述 , 我们 引入 一 个 缩写 。 令 XC qVar 是 一 个 量子 变量 的 集合 。 对 于 任意 算 
子 A € .Z(Gn), 我们 记 : 

trx(A) = tr@sex Ha(A) 

其 中 tror 是 系统 Quex My 上 的 偏 迹 (参考 定义 2.1.22)。 那 么 我 们 有 : 

命题 3.3.3 

(1) 当 tr([S](p)) = tr(p) BY, 有 travar(s)(LS](p)) = travar(s)(p) 成 立 。 

(2) PRE ba 

trqVar\qvar(S) (p1) = tl gVar\qvar(S) (p2) 
那么 我 们 有 : 
travar\qvar(s)([S] (p1)) = travar\qvar(s)([S] (p2)) 
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回想 定义 2.1.22， 当 所 有 量子 变量 的 总 体态 是 p 时 , trx(p) 描述 了 不 属于 X 中 的 量子 
变量 的 态 。 所 以 , 可 以 将 上 述 命题 直观 地 解释 为 : 
。 命题 3.3.3(1) 表明 不 属于 qvar(S) 的 量子 变量 的 态 在 程序 5 执行 之 后 与 5 执行 之 前 
是 相同 的 。 这 意味 着 程序 S 只 能 改变 属于 qvar(S) 的 量子 变量 的 态 。 
。 命题 3.3.3(2) 表明 如 果 qvar(S) 中 的 量子 变量 的 两 个 输入 态 p1 和 p2 是 相同 的 , 那么 
分 别 从 pl 和 po 开始 的 程序 S 的 计算 结果 也 相同 。 换 言 之, 如果 程序 SW pi 为 输 
入 和 以 po 为 输入 的 输出 结果 不 同 ， 那么 当 我 们 只 考虑 pl 和 po 在 qvar(9) 中 时 , pi 
和 ps 就 一 定 不 相同 。 这 意味 着 程序 S 至 多 只 能 访问 qvar(S) 中 的 量子 变量 。 
练习 3.3.3 ”证 明 命题 3.3.3 (提示 : 使 用 在 命题 3.3.1 和 3.3.2 中 介绍 的 语义 函数 表 
示 法 )。 
3.3.5 ”终止 和 发 散 的 概率 
程序 行为 的 另 一 个 核心 问题 是 它 的 可 终止 性 。 关 于 量子 程序 的 这 个 问题 的 第 一 个 考虑 


是 基于 如 下 命题 的 ， 该 命题 表明 语义 函数 不 会 增加 量子 变量 的 局 部 密度 算 子 的 迹 。 
命题 3.3.4 ”对 于 任意 的 量子 程序 9 和 所 有 的 局 部 密度 算 子 pc (Aan), 都 满足 


tr([S](p)) < tr(p) 


证 明 : 我 们 通过 对 5 的 结构 使 用 归纳 法 来 证 明 。 

e 情况 1. S=skip. 显然 成 立 。 

e 情况 2。5 S=q:=|0). WER type(q) = integer, 那么 通过 等 式 tr(4B) = tr(B4), 我 们 
可 以 得 到 : 


co 


tr([S]()) = > tr(10)q(n|pin)q(0)) 


n=—co 
co 


= > tr(a(0|0)a(nlpln)a) 


n=—oo 


mt] (Simla) -aa 


使 用 同样 的 方法 可 以 证 明 type(q) = Boolean 同样 成 立 。 
。 情况 3. S=7:= Ug] 那么 


tr({S](p)) = tr(CzUH) = tr(U1U,) = tr(p) 
e 情况 4. S = S1; S20 MS; 和 So 的 归纳 假设 可 以 得 出 : 


tr([S](p)) = tr([LS2]([LS1](p))) 
< tr([S1](p)) 
< tr(p) 
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。 情况 5. S= if (Om - Mi = m > Sm) fi, 那么 通过 归纳 假设 我 们 可 以 得 到 : 
tr([S] (0 a [Sm] (MmeM;,)) 


< Date (MmpM},) 


“(Emm 


。 情况 6。5 = while M[{q] = 1 do S’ od. 将 定义 3.3.6 给 出 的 (while)” 中 的 S FAS’ 
进行 替换 ,我 们 将 按照 这 种 方式 得 到 的 语句 记 为 (while' )”。 通 过 命题 3.3.2, 足以 证 
明 : 

: tr ({(while’)"](9)) < tr(p) 
对 于 所 有 的 n > 0 都 成 立 。 这 个 证 明 可 以 通过 对 n 使 用 归纳 法 来 完成 。 n = 0 的 情况 
显然 成 立 。 通 过 对 n 的 递归 假设 和 5', 我 们 有 : 
tr (| (while’)"*"] (p)) = tr (MopM§) + tr ([(while’)"] (KS) (MipMi))) 

<tr (MopM}) + tr ([(S)] (MipMi ) 

<tr (MopMt ) +tr (MipM! ) 

| MipMo + MtpMi) P| 

tr(p) 口 


直观 上 而 言 , tr([S](p)) 是 程序 S 从 态 p 开始 执行 的 终止 概率 。 从 上 述 命题 的 证 明 过 程 


,我们 可 以 发 现 能 够 导致 tr([S](o)) < tr(p) 的 程序 结构 只 有 程序 S 中 的 循环 。 因此， 


tr(p) — tr([S](p)) 


是 程序 S 从 输入 态 p 发 散 的 概率 。 这 条 结论 可 以 通过 下 面 这 个 例子 进一步 说 明 。 


yo 


那么 


例子 3.3.2 4 type(d) = integer， 且 令 








Mo = 六 V 2 (In)(nl +|- nn) 
= |0)(0] + > y = (nnl + | = n)(—n) 


Z M ={Mo, Mi} 是 希 尔 伯 特 态 空间 中 的 yes-no 测量 (注意 M 不 是 投影 测量 ) 。 思 考 程 


while = while Mlg = 1 do q :=q +1 od 
p = |0)q(0| @ po BAR 


po = (%) |0)p(0 


PFq 


经 过 一 系列 计算 ， 我 们 有 : 
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Ox n=0,1,2 
。] \ 刀 = mot 
[(while)"](p) = ; (£ et) Spo n>3 


k=2 


[(while)](p) = 3 (È E) ® po 


n=2 


tr({(while)I(6)) = 3 > s 
这 意味 着 程序 while 在 输入 为 p 的 情况 下 的 终止 概率 为 1/2， 且 在 输入 为 p 的 情况 下 的 发 
散 概 率 为 1/2。 


第 5 章 会 更 为 系统 地 对 量子 程序 的 终止 进行 研究 。 
3.3.6 ”作为 量子 操作 的 语义 函数 
本 节 的 最 后 , 我 们 将 建立 量子 程序 和 量子 操作 (参考 2.1.7 节 ) 之 间 的 关联 。 
可 以 将 量子 程序 的 语义 函数 定义 为 从 .Xn 中 的 局 部 密度 算 子 到 它 本 身 的 一 种 映射 关系 。 


S V 是 qVar 的 一 个 子 集 。 当 Gn 中 的 量子 操作 8 是 MH = Quv a 中 的 量子 操作 F 
的 柱 面 扩 展 时 ， 即 





E=FQOI 

其 中 FS  Hyvavy 中 的 单位 量子 操作 , 我 们 通常 将 CA F 视 为 等 价 的 , 并 且 可 以 将 E 视 
YE Hy, 中 的 量子 操作 。 通 过 这 些 约定 , 我 们 有 : 

命题 3.3.5 ”对 于 任意 的 量子 程序 S, 它 的 语义 函数 [S] 是 Hval) 中 的 量子 操作 。 

证 明 : 可 以 通过 对 5 的 结构 使 用 归纳 法 来 证 明 这 个 命题 对 于 5 不 是 循环 的 情况 ,可 
以 通过 定理 2.1.1(3) 和 命题 3.3.1 来 证 明 该 命题 。 对 于 S 是 循环 的 情况 , 可 以 通过 命题 3.3.2 
和 引 理 3.3.4 来 证 明 该 命题 。 口 

反 过 来 可 能 有 人 会 问 : 所 有 的 量子 操作 都 可 以 通过 量子 程序 来 建 模 吗 ? 为 了 回答 这 个 问 
题 , 我 们 首先 需要 对 局 部 量子 变量 的 概念 进行 介绍 。 

定义 3.3.7 4S 是 一 个 量子 变量 , 9 是 量子 变量 的 序列 。 MA: 

(1) 由 包含 局 部 变量 了 的 程序 S 所 定义 的 块 状 命令 为 : 


begin local 7: S end (3.10) 
(2) 块 状 命令 的 量子 变量 为 : 

qvar(begin local 7 : S end) = qvar(S) \ q 
(3) 块 状 命令 的 指称 语义 是 从 Hralo) 到 Krasa 的 量子 操作 ， 其 定义 为 : 

[begin local 7: S end](p) = trz,([S](p)) (3.11) 


对 于 任意 的 密度 算 子 p < D(Hevar(s)) RRA, KP try 代表 H 上 的 偏 迹 (AFB 
SM. 21:22) 
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块 状 命令 (3.10) 的 直观 含义 是 程序 S 在 以 7 为 局 部 变量 且 局 部 变量 都 在 S 中 进行 初始 
化 的 环境 中 执行 。 程 序 S 执行 之 后 , 会 舍弃 由 局 部 变量 7 表示 的 辅助 系统 。 这 就 是 块 状 命 
令 的 语义 的 定义 式 (3.11) 中 对 2% 求 迹 的 原因 。 注意 式 (3.11) 是 Hvas 中 的 一 个 局 部 
密度 算 子 。 

可 以 将 块 状 命 令 视 为 一 个 后 续 的 量子 程序 。 那 么 我 们 可 以 对 前 面 提 出 的 问题 给 予 正面 
答复 。 接 下 来 的 命题 本 质 上 是 从 量子 程序 的 角度 对 定理 2.1.1(2) 进行 重 述 。 

命题 3.3.6 ”对 于 qVar 的 任意 有 限 子 集 V 和 任意 属于 MH 的 量子 操作 6， 都 存在 一 
个 量子 程序 (更 确切 地 说 是 一 个 块 状 命令 ) 9 且 满 足 [5] = 2. 

证 明 : 通过 定理 2.1.1(2), 可 以 发 现 , FE: 

(1) 量子 变量 5C qVar\7 

(2) Hug PIX IER U 

(3) 向 Aug 的 闭 子 空间 进行 投影 的 投影 算 子 P 

(4) H 中 的 态 leo) 
满足 

E&(p) = træ [PU (leo) (e0|)U'P] 
对 于 所 有 的 pe D(H) 都 成 立 。 显然 , BATA 24 PREI—-TAIERF Uo 满足 
leo) = Uo|0)p 
其 中 |0)z = |0)---|0) (5 中 的 所 有 量子 变量 都 初始 化 为 |0) 态 )。 另 一 方面 ， 
M = {Mo = P,M, =I- P} 

是 .和 6uz 中 的 yes-no 测量 , HP I Æ Ho 中 的 单位 算 子 。 设 


S = begin local P : p := |0)p; P := Uolp]; pU q := U [Pug] 
if M75Ug = 0 > skip 
口 1 一 abort 
fi 


end 
这 样 很 容易 验证 [S] = £- 口 


3.4 “量子 编程 中 的 经 典 递归 


递归 概念 的 出 现 使 得 我 们 在 编程 的 过 程 中 不 需要 做 大 量 重复 性 工作 。 在 前 几 节 中 , 我 
们 已 经 研究 了 while 语句 的 量子 化 扩展 , 它 可 以 通过 一 类 被 称 为 量子 while 循环 的 程序 结 
构 去 实现 量子 计算 中 的 一 类 特殊 递归 一 一 JER. 经 典 编程 中 广泛 使 用 了 递归 过 程 的 一 般 形 
A. 这 是 一 个 比 递归 更 强 有 力 的 工具 , 通过 使 用 递归 , 可 以 直接 或 间接 地 从 函数 本 身 的 角度 
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对 函数 进行 定义 。 在 本 节 中 , 我 们 将 递归 的 一 般 性 概念 添加 到 量子 while 语句 中 , 使 得 量子 
计算 中 的 程序 可 以 调用 它 本 身 。 

因为 本 节 中 所 思考 的 递归 中 的 控制 流 是 经 典 的 〈 或 者 更 精确 地 说 , 控制 是 由 量子 测量 的 
结果 决定 的 )， 所 以 应 该 将 它 合理 地 称 为 量子 编程 中 的 经 典 递归 。 带 量子 控制 流 的 递归 的 概 
念 将 会 在 第 7 章 中 介绍 。 为 了 避免 混淆 ,我 们 将 包含 带 经 典 控制 的 递归 的 量子 程序 称 为 递 
归 量 子 程序 ， 而 将 包含 带 量子 控制 的 递归 的 量子 程序 称 为 量子 递归 程序 。 利 用 3.3.2 节 介 绍 
的 数学 工具 , 本 节 介 绍 的 递归 量子 程序 理论 或 多 或 少 是 对 经 典 递归 程序 理论 的 直接 扩展 。 然 
而 , 正如 读者 将 在 第 7 章 看 到 的 那样 , 对 量子 递归 程序 进行 处 理会 更 加 困难 , 它 需要 的 一 些 
思想 与 本 节 所 使 用 的 截然 不 同 。 


3.4.1 “语法 

我 们 首先 定义 递归 量子 程序 的 语法 。 通 过 在 量子 while 程序 的 入 门 规范 中 增加 一 个 由 
X, X1, XX2,… 组 成 的 过 程 标 识 符 的 集合 , 就 能 够 得 到 递归 量子 程序 的 入 门 规范 。 

我 们 将 量子 程序 模式 定义 为 可 能 包含 过 程 标识 符 的 一 般 性 的 量子 while 程序 。 形 式 化 
地 , 我 们 有 : 

定义 3.4.1 量子 程序 模式 可 以 通过 如 下 语法 产生 : 


S ::= X| skip |q := |0)|¢ := U[]|Si; S2 
lif (Om - MIg = m —> Sm) fi 
|while MIg] = 1 do S od (3.12) 


语法 (3.2) 和 语法 (3.12) 的 唯一 不 同 之 处 在 于 后 者 增加 了 过 程 标识 符 X 的 子 句 。 如 果 
一 个 程序 模式 S 至 多 包含 过 程 标识 符 X1,… Xn» 那么 我 们 记 : 


S = S[X1, E e] 


与 经 典 编程 相似 , 我 们 通常 将 量子 程序 模式 中 的 过 程 标识 符 用 作 子 程序 , 并 称 其 为 过 程 
调用 。 它 们 由 按照 如 下 方式 定义 的 声明 所 指定 : 
定义 3.4.2 A Xi,- ,Xn 是 不 同 的 过 程 标 识 符 。X1,… ,Xn 的 声明 是 方程 组 : 


Xie Si 
D: (3.13) 
Ky = Sy, 


其 中 对 于 任意 的 1 <icn, Si = Si[X1,… ,Xn] 是 量子 程序 模式 。 
现在 我 们 开始 对 本 节 的 关键 概念 进行 介绍 。 
定义 3.4.3 ”一 个 递归 量子 程序 由 以 下 部 分 构成 : 
(1) 被 称 为 主语 句 的 量子 程序 模式 9 三 SI[X1,:… ,Xnlj。 
(2) Xi,- ,Xn 的 声明 D.o 


BIE PTF HEARN 71 


3.4.2 ”操作 语义 


递归 量子 程序 是 量子 程序 模式 加 上 其 中 的 过 程 标识 符 的 声明 。 所 以 , 我 们 首先 定义 关于 
给 定 声明 的 量子 程序 模式 的 操作 语义 。 为 此 , 需要 对 3.2 节 定 义 的 配置 的 概念 进行 扩展 。 

定义 3.4.4 “量子 配置 是 一 个 二 元 组 (5S, p), HP: 

(1) S 是 量子 程序 模式 或 者 空 程序 Eo 

(2) p E D(Han) 是 Aan 中 的 局 部 密度 算 子 。 

除了 S 不 仅 可 以 是 程序 还 可 以 是 程序 模式 以 外 , 该 定义 与 定义 3.2.1 是 相同 的 。 

现在 可 以 将 定义 3.2.2 中 给 出 的 量子 程序 的 操作 语义 简单 地 扩展 为 量子 程序 模式 的 
情况 。 

定义 3.4.5 4D 是 一 个 给 定 的 声明 。 关 于 D 的 量子 程序 模式 的 操作 语义 是 量子 配 
置 之 间 的 转换 关系 >p, 该 转换 关系 是 通过 图 3.1 中 的 转换 规则 以 及 图 3.3 中 的 递归 规则 定 
义 的 : 


(REC) ” 如果 声明 万 中 包含 Xi & Si, WA (Xi,p) 一 D (Si,p)。 


图 3.3 ”递归 量子 程序 的 转换 规则 


当然 , 在 这 个 定义 中 , 会 对 图 3.1 中 的 规则 按照 如 下 方式 进行 扩展 : 允许 程序 模式 出 现 
在 配置 中 , 并 将 转换 符号 一 替换 为 一 p。 与 经 典 编程 相似 , 图 3.3 的 规则 (REC) 也 被 称 为 
拷贝 规则 , 它 表 明 在 程序 运行 时 , 可 以 将 对 程序 的 调用 过 程 视 作 将 被 调用 的 程序 体 插 入 调用 
产生 的 地 方 。 
3.4.3 ”指称 语义 

基于 上 一 小 节 描 述 的 操作 语义 , 通过 定义 3.2.3 和 3.3.1 的 直接 扩展 很 容易 得 到 量子 程 
序 模式 的 指称 语义 。 

定义 3.4.6 令 D 是 一 个 给 定 的 声明 。 对 于 任意 的 量子 程序 模式 S, CRF D 的 语义 
HREM LE RRA: 

[SID] : D(a) > D(A) 
它 的 定义 为 : 
ISIDI) = > {lP : (S,p) >b (Ee) |} 

对 于 任意 的 pC DP Hn), EP 一 为 是 一 D 的 自 反 传 递 闭 包 。 

假设 递归 量子 程序 由 主语 句 S 和 声明 D 构成 。 那么 可 以 将 它 的 指称 语义 定义 为 [S|D]。 
显然 , 如 果 5S 是 一 个 程序 ( 即 不 包含 任何 过 程 标识 符 的 程序 模式 ), 那么 [S|D] 并 不 依赖 于 
D 且 它 与 定义 3.3.1 是 一 致 的 , 因此 我 们 可 以 将 [S|D] 简单 地 记 作 [S] 


例子 3.4.1 考虑 声明 
De | Xj < 91 
X 车 So 


其 中 : 
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Sı = if Mlg] =0 > q := H[q]; X2 
E 1 一 skip 
fi 


S2 = if N[q| =0 > q := Zļ[q]; X1 
O 1 一 Skip 
fi 
q 是 量子 变量 ，M 是 在 可 计算 基 矢 |0),|1》 上 进行 的 测量 ，N 是 在 基 |+),|-) 上 进行 的 测量 ， 
Bp 
M = {Mo = |0)(0|, Mi = |1)(1|} 
N= {Mg = [+t a= |=} 
那么 包含 声明 D 的 递归 量子 程序 X Ap = |+)(+| 开始 的 计算 为 : 
(X1, Pp) >D (S1, p) 
(a := His Xa, 3100) =p (X50) 
=p 
(skip, 5/1)(1|) =p (E, 311) (11) 


其 中 : 


(x 5°) =p (Sa, 3) =D la := Zlql; Xı, 5°) 一 D (Xx, sI-) (—|) >p- 


且 我 们 有 : 
Balbo) = > Slt) = ya 


n=1 
在 对 一 般 性 递归 程序 的 各 种 特性 进行 研究 之 前 ， 让 我 们 看 看 如 何 将 前 面 几 小 节 中 讨论 
的 量子 while 循环 视 作 一 类 特殊 的 递归 量子 程序 。 我 们 思考 如 下 循环 : 


while = while Mfg] = 1doS od 
这 里 S 是 量子 程序 (不 包含 任何 的 过 程 标识 符 )。 令 X 是 通过 D 进行 声明 的 过 程 标 识 符 : 


X =if Mla =0 一 skip 
O 1 =3 SX 
fi 


那么 量子 循环 while 实际 上 与 以 X 作为 它 的 主语 句 的 递归 量子 程序 是 相同 的 。 
练习 3.4.1 证 明 [while] = [X|D]. 
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递归 量子 程序 的 语义 函数 的 基本 性 质 

我 们 现在 建立 一 些 递 归 量 子 程序 的 语义 函数 的 基本 性 质 。 下 面 这 条 命题 是 在 关于 声明 
的 量子 程序 模式 的 情况 下 对 命题 3.3.1 和 3.3.2 的 推广 。 

命题 3.4.1 A D 是 通过 式 (3.13) 给 定 的 声明 。 那么 对 于 任意 的 pc P(A), AMA: 

[Si|D](o-) X ¢ {X1 ,Xn} 

(1) IPI) = 0 A = Ali Si<w 

(2) 如 果 S 是 skip、 初 始 化 操作 或 者 么 正 变 换 ,， MA [S|D](p) = [5](o)。 

(3) [T1; T2|D] (P) = [ZIDIo))。 

(4) [if (Om: Mig = m > Tm] fID)](p) = DyplTm|D](MmpM},)o 

(5) [while M 回 = 1 do S od|D](p) = U.o[while*|D]p, 其 中 对 于 任意 的 整数 之 0， 
都 有 while’ 是 循环 (参考 定义 3.3.6) HH k 次 语法 逼近 。 

证 明 : 与 命题 3.3.1 和 3.3.2 的 证 明 过 程 相 似 。 口 

可 以 进一步 扩展 命题 3.4.1(5)， 使 得 递归 量子 程序 的 指称 语义 可 以 从 它 的 语法 逼近 的 角 
度 进 行 表示 。 

定义 3.4.7 ”思考 包含 主语 句 S= S[X,---, Xm] 和 通过 式 (3.13) 给 定 的 声明 DD 的 
递归 量子 程序 。 对 于 任意 的 整数 大 > 0， 可 以 将 5S 关于 DD 的 第 上 次 语法 通 近 SY 归纳 定 


MA: 
k =abort 


3.14 
sft = [ol 9 /X 


其 中 abort 5 3.3.3 节 中 的 含义 相同 ， 且 
SIP/X1,: Pel en] 


代表 将 S 中 的 X1,… ,Xn 分 别 同时 替换 为 Pi, Pa 所 得 到 的 结果 。 

应 当 注意 到 上 述 定义 是 通过 对 k 使 用 归纳 法 给 定 的 , 其 中 5 是 任意 一 个 量子 程序 模式 。 
因此 , 假设 在 的 归纳 假设 中 已 经 对 式 (3.14) 中 的 9%... SQ 进行 了 定义 。 显然 对 于 所 
有 的 大 > 0，S( 是 一 个 程序 (不 包含 任何 过 程 标识 符 )。 下 面 这 条 引 理 六 明了 用 于 定义 程序 
语义 的 声明 及 其 替换 之 间 的 关系 。 

引 理 3.4.1 4D 是 通过 公式 (3.13) 给 出 的 声明 , 那么 对 于 任意 程序 模式 9， 我 们 有 : 

(1) [SID] = [SIS1/X1,::: , Sn/Xn]|D] 

(2) [SEY] = [SIDW)] 对 于 任意 的 整数 大 > 0 都 成 立 , 其 中 声明 

Xi = s*) 
DP) = 
An = a 
证 明 : 
(1) 可 以 通过 对 5 的 结构 使 用 归纳 法 , 再 结合 命题 3.4.1 来 证 明 。 
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(2) 通过 (1) 可 以 得 出 
[3|D] = [S[SB/X1,--- ,SB/Xn]|D™] 
= [RR S/S 
=, Y 口 


基于 上 述 引 理 , 我 们 可 以 通过 递归 程序 的 语法 逼近 得 到 其 语义 函数 的 表示 。 
命题 3.4.2 ”对 于 任意 带 声 明 D 的 递归 程序 S， 我 们 有 : 


[SID] = Uts?’ 
证 明 : 对 于 任意 的 pe D(A) 我 们 希望 证 明 
[SID](p) = isP 


我 们 能 够 证 明 对 于 任意 的 整数 r, k > 0, 如 下 声明 成 立 : 

。 声 明 1: (S,p) >b (E,p’) > A> aaah p) 一 * (E,p’) 

。 声 明 2: (S, p) >" (E, p) => (9,0) >) (E, p') 
上 述 内 容 可 以 通过 对 r 和 上 使 用 归纳 法 以 及 使 用 转换 规则 的 推论 的 深度 来 证 明 。 口 

练习 3.4.2 ”完成 对 命题 3.4.2 的 证 明 。 
3.4.4 不 动 点 特性 

命题 3.4.2 可 以 被 视 作 通过 命题 3.4.1(5) 对 命题 3.3.2 进行 的 推广 。3.3.3 节 中 将 量子 
while 循环 的 不 动 点 特性 作为 命题 3.3.2 的 推论 给 出 。 在 本 节 中 , 我 们 将 给 出 递归 量子 程序 
的 不 动 点 特性 ， 并 因此 得 出 推论 3.3.1 的 一 般 形式 。 在 经 典 编程 理论 中 ,递归 方程 是 在 函数 
的 一 个 确定 的 域 中 进行 求解 的 。 这 里 , 我们 将 在 3.3.2 节 中 定义 的 量子 操作 的 域 中 求解 递归 
量子 方程 。 Akt, 我 们 首先 介绍 如 下 内 容 。 

定义 3.4.8 45=S[X,--:,X,] 是 量子 程序 模式 , + 20H) 是 Han 中 的 量子 操 
作 的 集合 。 那么 它 的 语义 泛 函 是 映射; 

[S] : 26(Han)” > 2O(Hau) 
我 们 可 以 将 它 定 义 为 : 对 于 任意 的 EEn E QO(Hin), 都 满足 
[S](41,--+ én) = [SIE] 


其 中 : 
X eh. 


DE eT, 
是 一 个 声明 , 该 声明 满足 对 于 任意 的 1 <ic<n, Ti 都 是 一 个 使 得 [Ti] = 有 成 立 的 程序 (不 
包含 任何 过 程 标 识 符 )。 
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我 们 认为 语义 泛 函 [S] 是 定义 明确 的 。 从 命题 3.3.6 可 以 推导 出 程序 T; 总 是 存在 。 另 一 
方面 , 如 果 
ye 
Hag i 
Kapse: 
是 另 一 个 满足 对 于 任意 的 程序 T 都 有 [T] = 6 成 立 的 声明 , 那么 我 们 可 以 证 明 : 
[SIE] = [SI 三] 


现在 我 们 定义 一 个 域 , 希望 在 该 域 中 找到 通过 过 程 标识 符 Xi … , X 的 声明 定义 的 语 
义 泛 函 的 不 动 点 。 让 我 们 思考 笛 卡 儿 20( An) o 20a) 中 的 序 C 可 以 自然 而 言 地 
通过 QO( Hn) 中 的 序 C 推导 得 到 : 对 于 任意 的 86，… ,6 Fi ,Fn E QO(Hn); 

© (Er, Ena) E (Fa Fn) 兮 对 于 任意 的 1<ign, WA GC Fi 
从 引 理 3.3.4 可 以 得 出 (QO(24n)",C) 是 CPO. 此 外 , BATA: 

命题 3.4.3 ”对 于 任意 的 量子 程序 模式 9 三 S[X1,… , Xr], 它 的 语义 泛 函 


[S] : (206(Hn)", E) — (20 (Han), E) 


;二 


是 连续 的 。 
证 明 : 对 于 任意 的 1<i<n, 令 {85}; 是 (20n), E) 中 的 一 个 递增 序列 。 我 们 需 
要 证 明 的 是 : 
[S] (Lia Us] ag | JES 3ni) 
j j J 
假设 : 
Xı <P Xı = Pij 
D: Dj: : 
是 满足 对 于 任意 的 1 < i < n 和 任意 的 j 都 有 


[Pi] = Lés, [Pi] = 4; 


成 立 的 声明 。 那么 足以 证 明 
[SID] =| J[sID;] (3.15) 


使 用 命题 3.4.1, 这 个 证 明 通 过 对 S 的 结构 使 用 归纳 法 来 完成 。 oO 
练习 3.4.3 ”证 明 等 式 (3.15)。 
令 D 是 一 个 通过 公式 (3.13) 给 定 的 声明 。 那么 D 可 以 自然 而 然 地 推导 出 语义 泛 函 : 
[D] : 20( Han)" > 2O( Han)” 


[D](4.,--- ,6) = (PSi1(A, , En) , Snl , 6)) 
对 于 任意 的 G,---,6 E 2O(Hn) 都 成 立 。 从 命题 3.4.3 可 以 得 出 


[D] : (2O(Han)", E) > (20 (Han)”, E) 
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是 连续 的 。 那么 通过 Knaster-Tarski 定理 (定理 3.3.1), 我 们 断言 [D] 有 一 个 不 动 点 : 
wD] = (全 n En) E 2O( Han)” 


我 们 现在 可 以 介绍 递归 量子 程序 的 不 动 点 特性 : 
定理 3.4.1 对 于 包含 声明 刀 和 主语 名 5 的 递归 量子 程序 , 我 们 有 : 


[SID] = [SIHID] = [S](47,--- En) 


证 明 : 首先 , 我 们 要 求 对 于 任意 的 程序 模式 T = TX, Xn] 和 任意 的 程序 Ti, Tn 
都 有 
[TT /Xi, Ses ;Tn/Xn)] Ss [TIT], gni [T,]) (3.16) 
实际 上 , 我 们 思考 声明 
Xi STi 
E: : 
Ka Ta 
因为 Ti, Tn 都 是 程序 (不 包含 过 程 标识 符 )， 所 以 通过 定义 3.4.8 和 引 理 3.4.1(1), 我 们 
可 以 得 到 : 
[TIZ], [T7] = [TIE] = (PI / Xa, +++, Th/ Xn] |E] 


其 次 , 我们 将 从 26( Zan)" 中 最 小 的 元 素 0 = (0,--- ,0) 开始 的 [D] 的 迭代 定义 为 : 


[D] (0) = (0,.… ,0) 
| [D]“*” = [PILDI® (0)) 


其 中 0 是 ni 中 的 零 量 子 操作 。 那么 它 满足 
[DI ©) = (IS{B),--- , [5]) (3.17) 


对 于 任意 的 整数 > 0 都 成 立 。 可 以 通过 对 使 用 归纳 法 来 对 公式 (3.17) 进行 证 明 。 实 际 
上 ,大 = 0 的 情况 显然 成 立 。 通过 的 归纳 假设 和 公式 (3.16) 可 以 得 出 : 
[D]**) 0) = [DSH], -RD 
= ((:]((S@],--- [S2),-- [IES]... , [SD)) 
= (SSB / Ede he /M,+- SB eID 
= (S]e) 


最 后 , 利用 公式 (3.16). 命题 3.4.3, Knaster-Tarski 定理 和 命题 3.4.1(3), 我 们 可 以 得 到 : 
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[S] (u[D]) = [5] (Č [DI® o) 
k=0 


8 


= [S] (ù (Isi | 
k=0 
= [ fists... S 
k=0 
=| fist”) 
k=0 
= [SID] 


H! 


本 节 的 最 后 , 我 们 将 给 读者 留 下 两 个 思考 题 。 正 如 本 节 开 头 所 述 , 本 节 中 介绍 的 材料 与 
经 典 递归 程序 理论 相似 ， 但 我 相信 通过 对 这 两 个 问题 进行 研究 会 发 现 递 归 量 子 程序 和 经 典 
递归 程序 之 间 的 一 些 有 趣 且 微妙 的 不 同 之 处 。 

问题 3.4.1 

(1) 量子 程序 中 任意 的 一 般 性 测量 是 否 可 以 通过 一 个 投影 测量 加 上 一 个 么 正 变 换 来 实 
现 ? 如 果 这 个 程序 不 包含 任何 递归 (和 循环 )， 那 么 命题 2.1.1 已 经 对 这 个 问题 进行 了 回答 。 

(2) 如 何 延 迟 执行 量子 程序 中 的 测量 ? 对 于 程序 中 不 包含 递归 (和 循环 ) 的 情况 ，2.2.6 
小 节 中 的 延迟 测量 原则 已 经 对 这 个 问题 进行 了 回答 。 如 果 程 序 中 包含 递归 或 者 循环 ， 问 题 将 
变 得 很 有 趣 。 

问题 3.4.2 ”本 小 节 只 考虑 了 不 带 参 数 的 递归 量子 程序 。 我 们 如 何 定义 带 参 数 的 递归 量 
子 程序 呢 ? 我 们 需要 对 两 类 不 同 的 参数 进行 处 理 : 

(1) 经 典 参数 。 

(2) 量子 参数 。 
Bernstein-Varzirani 递归 傅 里 叶 采 样 [37-38] 和 Grover 不 动 点 量子 搜索 [109] 是 两 个 带 参数 
的 递归 量子 程序 的 例子 。 


3.5 BIF: Grover 量子 搜索 


前 几 节 对 量子 while 语句 及 其 带 递归 量子 程序 的 扩展 进行 了 研究 。 为 了 说 明 它 的 功能 ， 
我 们 现在 使 用 while 语句 编程 实现 Grover 搜索 算法 。 为 了 方便 读者 阅读 ,让 我 们 首先 简单 
地 回忆 一 下 2.3.3 节 介 绍 的 算法 。 该 算法 会 对 一 个 由 = 2” 个 元 素 构成 的 数据 库 进 行 搜索 ， 
这 些 元 素 的 下 标 是 数字 0, 1,… ,NN 一 1。 假设 该 搜索 问题 恰好 有 LANH 1<L<N/2. tt 
外 我 们 还 拥有 一 个 有 能 力 识别 该 搜索 问题 的 解 的 黑 盒 。 我们 将 整数 ze {0,1,…,N -1} 和 
它 的 二 进 制 表示 法 z e {0,1}" 视 为 等 价 的 。 那 么 该 黑 盒 可 以 通过 n+1 个 量子 比特 上 的 么 
正 操 作 O 来 表示 : 

|z)la) S lz)la © f(a) 


对 于 任意 的 ze {0,1}" M q E {0,1} 都 成 立 , 其 中 f : {0,1}" 一 {0,1} 的 定义 为 
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_ 1 tē% 
=f, ZX 不 是 解 


这 是 解 的 特征 方程 。Grover RF G 由 以 下 几 步 构成 : 
。 应 用 黑 盒 O。 
。 应 用 Hadamard 变换 H8”, 
。 执行 一 个 条 件 相 移 Ph: 


|0) 一 |0)， 且 对 于 任意 的 x 40 都 有 |z) 一 一 |z) 


即 Ph = 2|0)(0| — J. 
e 再 次 应 用 Hadamard 变换 H8”, 
2.3.3 节 详 细 地 描述 了 算 子 G 作为 旋转 的 几何 学 知识 。 图 3.4 对 使 用 Grover 算 子 的 搜索 算 
法 进行 了 描述 , 其 中 Grover 算 子 的 迭代 次 数 是 一 个 在 区 间 [Z — 1,5) 中 的 正 整数 , 且 
9 是 通过 Grover 算 子 旋转 的 角度 , 我 们 可 以 将 它 定 义 为 等 式 : 


‘ad vi N-L/(, 8 
ae aa: aa a 


e 执行 流程 : 
1. |0)®"|1) 


Ts 
nauri 4 A} 


2, y J 2 |jx)|—) = (cos sla) + sin sie) |-) 


cos (Fes) |a) + sin (Axo) a) | 一 ) 


在 可 计算 基 矢 上 对 前 n 个 量子 比特 进行 测量 
一 |z)|—) 





图 3.4 Grover 搜索 算法 


现在 我 们 使 用 量子 while 语句 对 Grover 算法 进行 编程 。 我 们 将 使 用 n+2 个 量子 变 
量 : go, ,qn_1,g,Te 
o 这些 量子 变量 的 类 型 为 : 


type(qi) = type(q) = Boolean(0 < i < n) 


type(r) = integer 


e XE r 用 于 统计 Grover 算 子 的 迭代 次 数 。 为 了 达到 这 个 目的 ,我们 使 用 量子 变量 r 
来 替代 经 典 变量 ,出 于 方便 的 考虑 , 量子 while 语句 中 并 不 包含 经 典 变量 。 
那么 我 们 可 以 将 Grover 算法 写成 图 3.5 中 的 Grover 程序 。 注 意 因为 待 搜索 数据 库 的 大 
小 为 N = 2", 所 以 应 当 将 程序 Grover 中 的 n 理解 为 元 变量 。 在 Grover 中 的 一 些 内 容 需 要 
详细 说 明 : 
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。 循 环卫 式 (第 7 行 ) 中 的 测量 M = {Mo, Mi} 为: 
Mo= dD, Mi = Dd 


l>k l<k 
其 中 大 是 区 间 |Z -1 =] 中 的 正 整数 。 


e 循环 体 D (第 7 行 ) 如 图 3.6 所 示 。 
。 Æ iffi 语句 (第 8 行 ) P, N 是 在 个 量子 比特 的 可 计算 基 矢 上 进行 的 测量 , 即 


M' ={M!: z {0,1}"} 


其 中 对 于 所 有 的 z, 都 满足 ML = |z)(z|。 











e 程序 : 
1. qo := |0}; q1 = |0);.… ;gn—1 := |0) 
2..q::= |0) 
gur a= 10) 








4. q := X[q] 
5. qo := H[qo]; q1 := 互 [qi];j… ;qn-1 := H[an-1] 
6. q := Hlgl 


7. while M[r] = 1 do D od 


8. if(Ox - M'[q0, q1; > ,gn-1] = £ — skip)fi 


图 3.5 “量子 搜索 程序 Grover 








。 循环 体 : 
1. go,915°** ,qn—1,q := Ol[go, 91,*** ,qn—1,9] 
2. go := Hlgol;qi := Hlqi];:… ;qn-1 := H[an-1] 
3. 90,415°°* ,qn-1 := Phlgo, qi,:** ,qn—1] 
4. go := H[qo];q1 = Hlqi];*… ;qn-1 := Alani] 
5: rs=r+il 
图 3.6 循环 体 D 


通过 下 一 章 中 设计 的 程序 逻辑 , 我 们 可 以 对 该 程序 的 正确 性 进行 证 明 。 


3.6 ” 引 理 的 证 阴 


3.3.2 节 中 介绍 的 一 些 关 于 量子 操作 和 局 部 密度 算 子 的 域 的 引 理 并 没有 证 明 。 出 于 完整 
性 的 考虑 , 我 们 将 在 这 一 节 中 给 出 它们 的 证 明 。 

证 明 引 理 3.3.2 需要 用 到 正定 算 子平 方 根 的 概念 , 而 这 个 概念 又 需要 用 到 无 限 维 希 尔 伯 
特 空间 中 厄 米 算 子 的 谱 分 解 原理 。 回 忆 定义 2.1.16， 如 果 一 个 算 子 M e LH) 满足 


95 
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Mi = M, 那么 它 是 厄 米 算 子 。 正 如 2.1.2 节 所 定义 的 那样 , 一 个 投影 算 子 Px 5 H 的 每 个 
闭 子 空间 X 都 相关 。. 知 中 的 族谱 是 一 类 以 实数 为 索引 的 投影 算 子 


{Ey} -cscdt<+eo 


且 实 数 和 满足 如 下 条 件 : 

(1) ž ` <à if, Ey, E Eme 

(2) 对 于 任意 的 和, 都 有 EE、 = limn x+ Epo 

(3) limy_,_oo Ex = 0 H limy_.4 Fy = Leo 

定理 3.6.1 ( 见 文献 [182] 中 的 定理 16.3) (DM) 如 果 M 是 满足 spec(M) C [a,b] 
的 厄 米 算 子 ,那么 存在 一 个 谱 族 {Ey} 满足 : 


b 
M =| AdE) 


其 中 等 式 右边 的 积分 被 定义 为 一 个 满足 如 下 条 件 的 算 子 : 对 于 任意 的 < > 0， 都 存在 6 > 0 
使 得 对 于 任意 的 n> 和 满足 


a = To Lyi S T1 S -+ S Yn-1 Ln1 S Yn S In =b 


的 To, %1,°°* Tn- Tn Yl »Yn-15 Yn» 当 max; (zi = Xi-1) < 0 成 立时 ， 都 有 

b n 

d (| ME,, > yi(Ex, — 中 <e 

i i=1 

成 立 。 这 里 ，d(.,.) 代表 算 子 之 间 的 距离 (参考 定义 2.1.14)。 
现在 我 们 可 以 对 正定 算 子 4 的 平方 根 进行 定义 。 因 为 4 是 一 个 厄 米 算 子 , 所 以 它 享 有 
谱 分 解 : 
A= | am 
那么 可 以 将 其 平方 根 定义 为 
JA= | Vid Ep 


有 了 这 些 预 备 工 作 , 我 们 可 以 给 出 如 下 证 明 。 
引 理 3.3.2 的 证 明 : 首先 , 对 于 任意 的 正定 算 子 A, 通过 Cauchy-Schwarz 不 等 式 (参考 
[174] 一 书 的 第 68 页 ) 我 们 可 以 得 到 : 


elAlw)?? = |(VAlp), VAI)? < (plAlp) (| Alb) (3.18) 


现在 令 {pn} 是 (D(H), C) 中 的 递增 序列 。 对 于 任意 的 |w) e 0, © A= pn — pm H 
|p) = Alp). RA 
(Alb) < (ylpnly) < |||? tr(pn) < Ill? 


与 之 类 似 , 我 们 有 (y|Aly) < lll? Elk, MAR (3.18) 中 可 以 得 出 : 
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(elle)? < IlI? :llelP 
此 外 , 我 们 可 以 得 到 : 
am an AOE 
IAI = sop Try 
(plAw)? 
=w Ili 
illl? 
wzo Il 
A 2 


= sup = 
w)zo III? 








< 





H ||4l| < 1。 这 导致 


(pl Alp) = (AV Alp), AVAIY)) 
= ||AV'A}p)||? 
< IAI? - IIVAl%)l]? 
= (VAIY), VAIY)) 
= (Y| Aly) 
再 次 使 用 式 (3.18), 我 们 可 以 得 到 : 
|lonlypy — Pm|d)||* = [lly |? 
< (WAI? = lonl) — (lomb)? (3.19) 


注意 {(w|pn|w)} 是 一 个 递增 的 实数 序列 , 且 它 的 上 界 为 ||w||?, ee E—- MBER BIO 。 将 
这 条 结论 与 式 (3.19) 相 结合 意味 着 {pn|w} 也 是 0 中 的 柯 西 序列 。 所 以 , 我 们 可 以 定义 : 


(eaa) bo) = Jie, pal) 
此 外 , 对 于 任意 的 复数 Ar, Ao E€ C 和 fn), |w2) € 和 ,都 满足 
(tim. pn) (Arle) + Xpa) = lim pn (Arla) + A2142) 
= lim (A1pn|h1) + Azpalt2)) 
= Ax lim pn|di) + A2 lim pn|2) 
= A (lim, pn) Wb) + dv ( lim pn) ly) 





© 柯 西 序列 (Cauchy 序列 ) 的 元 素 随 着 序数 的 增加 而 愈 发 靠近 。 更 确切 地 说 , 在 去 掉 有 限 个 元 素 后 , 可 以 使 得 余 
下 元 素 中 任何 两 点 间 的 距离 的 最 大 值 不 超过 任意 给 定 的 正 数 。 形 式 化 的 定义 为 : 设 {en} 是 距离 空间 X 中 的 
点 列 , 如 果 对 于 任意 的 es > 0, 存在 自然 数 N, 当 m, n>N 时 , 满足 |zn 一 zm| <E, WH {zn} 是 一 个 柯 
西 序列 。 一 一 译 者 注 


82 RZAD PBR FEF 


(pl lim pnlb) = (lw), lim pnly)) = lim (wlpnl) > 0 
因此 , limno pn 是 正定 的 。 令 {Iwi)} 是 .六 的 一 组 标准 正 交 基 。 WA 
tr( lim pn) = 2 (Wl lim padi) 


2 


(iwi), lim pnl¥i)) 


a 


II 


= lim $ (ilpnlv) 


= lim tr(pn) <1 
也 一 OO 


且 Ti Pn E YH). 所 以 ， 这 足以 证 明 : 


Pera || 
n=0 

即 : 

(1) 对 于 所 有 的 m > 0, 都 有 pm E limno pno 

(2) 如 果 对 于 所 有 的 m > 0 都 有 pm Ep, 那么 limno pn E po 
注意 对 于 任意 的 正定 算 子 BAC, BCC 当 且 仅 当 对 于 任意 的 |v) es 和 都 有 (WBW) < 
Cly) WAA (1) 和 (2) 可 以 推出 

(y| lim pnly) = lim (Ylpnly) 

至 此 , 我 们 完成 了 对 引 理 3.3.2 的 证 明 。 o 

基于 引 理 3.3.2, 接 下 来 可 以 很 容易 地 完成 对 引 理 3.3.3 的 证 明 。 


引 理 3.3.3 的 证 明 : 假设 8 是 一 个 量子 算 子 , 它 的 Kraus 算 子 和 表示 (参考 定理 2.1.1) 
WE =3, Bic E!, {pn} 是 D(H) 中 的 一 个 递增 序列 。 那么 通过 引 理 3.3.2, 我 们 可 以 得 到 : 


E (u pa) = &( lim pn) 
= 2 Ei( lim pn) E} 
= : t 
= Jim, 2 EipnE] 
= lim &(pn) 


你 一 OO 


aN =| Je(pn) A 


最 后 , 我 们 对 引 理 3.3.4 进行 证 明 。 
引 理 3.3.4 的 证 明 : 令 {Ea} 是 (GO(M),C) 中 的 递增 序列 。 那 么 对 于 任意 的 pe 
YH)» {En(p)} 是 (QO(H),C) 中 的 递增 序列 。 通过 引 理 3.3.2, 我 们 可 以 定义 : 


s) (o) =|_J@n(o) = lim &(p) 
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因为 tr(-) 是 连续 的 , 所 以 满足 


tr (u s) 由 = tr( lim én(p)) = lim trtEr(O)) < 1 


此 外 ,可 以 通过 线性 关系 在 LA) 的 整体 上 定义 Un Eno Un Gn 的 定义 式 表 明 : 

(1) 对 于 所 有 的 m > 0, 都 有 Er CU, Fre 

(2) 如 果 对 于 所 有 的 m > 0 都 满足 SE, CF, BAL, CF. 
所 以 , 这 足以 证 明 Un 6 是 完备 正定 的 。 假设 HAr 是 一 个 外 部 希 尔 伯 特 空间 。 对 于 任意 的 
C E L(AR) 和 De Z(H), RITA: 


(aous) (C@D)=C® (Lis) (D) 


n n 


=C® lim &(D) 
n— Co 


= lim (C 8 &(D)) 


= lim (Jr Q &a)(C ® D) 
n—-oco 


那么 对 于 任意 的 A e L(Hp @ H) 我 们 可 以 通过 线性 关系 得 到 : 


(有 e|] s) (A) = lim (Jr ® 6 )(A) 
因此 , 如果 A 是 正定 的 , 那么 对 于 所 有 n (In @ 6,)(4) 都 是 正定 的 , 且 (Se Un Sn)(A) 
也 是 正定 的 。 a 


3.7 ”文献 注解 


文献 [221] 对 3.1 节 介 绍 的 量子 while 语句 进行 了 定义 , 但 它 引 用 了 许多 前 人 设计 的 量 
子 程序 结构 ， 比 如 Sanders 和 Zuliani [191241] 以 及 Selinger 0 。 文 献 [227] 对 量子 while 循 
环 的 一 般 形 式 进行 了 介绍 ,并 对 它 的 性 质 进行 了 深入 研究 。 本 书 的 1.1.1 节 对 现 有 的 量子 编 
程 语言 进行 了 讨论 , 将 本 章 介 绍 的 量子 编程 语言 与 前 文中 提 到 的 量子 编程 语言 进行 比较 很 
有 意义 。 

3.2 节 和 3.3 节 中 的 操作 语义 和 指称 语义 的 描述 主要 是 基于 文献 [221] 的 。 指 称 语义 实 
际 上 最 早 是 由 Feng 等 人 在 文献 [82] 中 提出 的 , 但 二 者 对 指称 语义 的 处 理 方式 是 不 同 的 : [82] 
直接 对 指称 语义 进行 了 定义 , 然而 在 [221] F, 首先 给 出 了 操作 语义 , 再 从 操作 语义 中 推导 
出 指称 语义 。Selinger L199 提出 了 在 转换 规则 中 将 概率 和 密度 算 子 编码 为 局 部 密度 算 子 的 想 
法 。Kashefi 133 是 最 早 开始 对 量子 计算 中 的 域 理论 进行 研究 的 。Selinger 94) 在 有 限 维 希 尔 
伯 特 空间 的 情况 下 得 出 了 引 理 3.3.2 和 3.3.4。 文献 [225] 对 一 般 情况 下 的 引 理 3.3.2 进行 了 
证 明 , 它 本 质 上 是 通过 对 文献 [182] FREN.. 进行 修改 得 到 的 。Selinger 在 文献 [194] 
中 最 早 提 出 了 命题 3.3.6 的 一 种 表达 形式 。 但 目前 命题 3.3.6 的 表述 形式 是 基于 文献 [233] 中 
介绍 的 局 部 量子 变量 的 概念 给 出 的 。 
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量子 编程 中 的 递归 最 早 是 由 Selinger 在 文献 [194] 中 提出 的 。 但 本 书 3.4 节 中 提 到 的 材 
a 料 与 文献 194 和 其 他 尚未 发 表 的 文献 中 的 材料 略 有 不 同 。 
最 后 应 当 指 出 ， 本 章 本 质 上 是 对 Apt, de Boer 和 Olderog 在 文献 [21] 中 提出 的 经 典 
102| while 程序 和 递归 程序 的 语义 进行 的 量子 化 扩展 。 


| 第 4 章 


Foundations of Quantum Programming 


量 于 程序 的 逻辑 





第 3 章 中 定义 了 一 种 简单 的 量子 编程 语言 , 通过 它 可 以 对 使 用 经 典 控制 的 量子 程序 进 
行 编程 。 通 过 几 个 例子 证 明 它 可 以 对 一 些 量子 算法 进行 编程 。 
众所周知 , 在 编程 的 过 程 中 很 容易 出 错 。 相 较 于 量子 世界 ， 人 类 的 思维 更 容易 接受 经 典 
世界 , 这 导致 在 量子 计算 机 上 编程 更 容易 出 现 错误 。 因此 , 设计 验证 量子 程序 的 技术 和 方法 
是 很 有 必要 的 。 
本 章 中 , 我 们 建立 用 于 论证 量子 程序 正确 性 的 逻辑 基础 。 本 章 由 以 下 部 分 组 成 : 
。 设计 量子 编程 逻辑 的 第 一 步 是 定义 量子 谓词 的 概念 ， 它 可 以 合理 地 描述 量子 系统 的 
属性 。 在 4.1 节 中 , 我 们 将 量子 谓词 作为 物理 可 观测 量 进 行 介绍 。 此 外 , 我 们 将 在 量 
子 程序 的 情况 下 对 最 弱 前 置 条 件 的 概念 进行 扩展 。 
e Floyd-Hoare 逻辑 经 典 程 序 正确 性 的 有 效 证 明 系统 。 我 们 将 在 4.2 节 中 构建 量子 程序 
的 Floyd-Hoare 轴 辑 并 对 它 的 可 靠 性 和 (相对 ) 完备 性 进行 证 明 。 此 外 ,我 们 还 会 通 
过 一 个 例子 来 说 明 如 何 使 用 这 类 逻辑 去 验证 量子 程序 。 
。 量子 程序 的 逻辑 不 是 对 经 典 程序 的 相应 逻辑 的 直接 扩展 。 我 们 需要 仔细 考虑 如 何 将 
量子 特性 融合 到 逻辑 系统 中 。 众 所 周知 ， 量 子 系统 和 经 典 系 统 之 间 有 一 个 明显 的 不 
同 点 : 量子 系统 中 的 可 观测 量具 有 不 可 交换 性 。4.3 节 将 对 量子 最 弱 前 置 条 件 的 (不 
可 ) 交换 性 进行 检验 。 


4.1 量子 谓词 
在 经 典 逻 辑 中 , 谓词 用 于 描述 个 体 或 者 系统 的 属性 。 那么 量子 谓词 是 什么 呢 ? 一 个 直观 
的 想法 是 量子 谓词 应 该 是 一 个 物理 可 观测 量 。 回忆 2.1.4 节 , 量子 系统 的 可 观测 量 可 以 通过 
希 尔 伯 特 空间 .‰o 中 的 厄 米 操作 M 进行 表示 。 此 处 为 了 简化 , 我 们 假设 oe 是 一 个 有 限 维 
度 的 空间 。 WE ACC, 并且 非 零 向 量 y) e , 知 满足 
M|v) = Aly) 


那么 我 们 称 和 为 M 的 特征 值 , |w) 是 对 应 于 入 的 M 的 特征 向 量 。 可 以 证 明 M 的 所 有 特征 
值 都 是 实数 。 我 们 将 M 的 特征 值 的 集合 记 为 spec (M), 即 代 表 MAY OAD 谱 。 对 于 任意 的 
特征 值 Ae spec(M)， 对 应 于 和 的 M 的 特征 空间 是 闭 子 空间 : 


Xa = {Iw) € Æ : Alp) = MV)} 


为 了 理解 量子 谓词 究竟 是 什么 ， 让 我 们 首先 思考 一 类 被 称 为 投影 算 子 的 特殊 量子 可 观 
测量 ( 厄 米 算 子 )。Birkhoff-von Neumann 量子 逻辑 是 历史 上 第 一 个 对 量子 系统 属性 进行 推 
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理 的 逻辑 。 这 类 逻辑 的 一 个 基本 思想 是 关于 量子 系统 的 命题 可 以 通过 系统 状态 空间 的 ( 闭 ) 
子 空间 X 来 建 模 描述 。 可 以 将 子 空间 X 视 作 特征 值 为 1 对 应 的 投影 算 子 Px 的 特征 空间 
(参见 定义 2.1.10), 且 可 以 将 特征 值 1 理解 为 通过 x 建 模 的 命题 的 真 值 。 

对 上 述 观 点 进行 扩展 , 如 果 我 们 将 可 观测 量 EKAT) M 视 作 量子 谓词 , 那么 其 特征 
值 和 由 特征 空间 X、 所 描述 的 命题 的 真 值 。 注意 经 典 命题 的 真 值 不 是 0 就 是 1, 而 概率 性 命 
题 的 真 值 是 0 和 1 之 间 的 一 个 实数 。 通过 这 条 结论 , 我 们 可 以 得 出 : 

定义 4.1.1 项 尔 伯 特 空间 H 中 的 量子 谓词 是 一 个 厄 米 操作 M， 它 的 所 有 特征 值 都 
属于 单位 区 间 [0,1]。 

我 们 将 H 中 谓词 的 集合 记 为 P(W) 虽然 为 了 简化 , 我 们 在 本 节 的 开头 假定 HN 是 有 
限 维度 的 空间 , 但 除非 有 明确 的 说 明 , 否则 在 上 述 定义 和 接 下 来 描述 中 的 状态 空间 .办 可 以 
是 无 限 维度 的 希 尔 伯 特 空间 。 


量子 谓词 的 满足 度 


现在 我 们 来 考虑 一 个 量子 状态 如 何 才能 满足 量子 谓词 要 求 。 回 忆 练 习 2.1.8, 对 处 于 混 
AS p 的 量子 系统 执行 由 可 观测 量 M 所 确定 的 投影 测量 , 那么 测量 结果 的 期 望 值 为 tr(Mp)。 
如 果 我 们 将 M 视 作 量子 谓词 , 那么 tr(Mp) 代表 量子 谓词 M WETA p 的 满足 度 , 或 者 更 
准确 地 说 是 由 处 于 状态 p 的 量子 系统 中 的 M 来 表示 的 命题 的 平均 真 值 如 下 事实 可 以 进 一 
步 说 明 上 述 定 义 的 合理 性 : 

引 理 4.1.1 FM 是 中 的 一 个 厄 米 算 子 。 那么 下 列 语句 是 等 价 的 : 

(1) Me AH) 是 一 个 量子 谓词 

(2) 02 EMECTe， 其 中 0x P Ix 分 别 代 表 H 中 的 零 算 子 和 单位 工 子 。 

(3) 对 于 所 有 属于 0 的 密度 算 子 p 都 满足 0 和 tr(Mp) <1. 

在 量子 逻辑 和 量子 基础 的 相关 文献 中 , 通常 将 满足 0 和 EM Cle WAT M 称 为 一 个 
效应 (effect)。 上 述 引 理 的 第 三 个 子 句 表明 量子 谓词 M 对 量子 状态 p 的 满足 度 总 是 属于 单 
位 区 间 。 

练习 4.1.1 ”证明 引 理 4.1.1。 

接 下 来 的 两 个 引 理 将 对 本 章 中 经 常 使 用 的 量子 谓词 的 属性 进行 介绍 。 第 一 个 从 满足 度 
的 角度 对 两 个 谓词 之 间 的 Liwner 序 进行 描述 。 

引 理 4.1.2 ”对 于 任意 的 两 个 可 观测 量 MN, 下 面 的 两 个 语句 是 等 价 的 : 

(1) MCN. 

(2) 对 于 任意 的 密度 算 子 p, 都 有 tr(Mp) < tr(Np). 

练习 4.1.2 证 明 引 理 4.1.2。 

此 外 , 下面 这 个 引 理 对 关于 Lowner 偏 序 的 量子 谓词 的 格 理论 结构 进行 了 检验 。 

引 理 4.1.3 ”包含 Lowner 偏 序 的 量子 谓词 集合 (P(H),C) 是 一 个 完备 偏 序 CPO (A 
考 定义 3.3.4)。 

证 明 : 该 引 理 的 证 明 与 对 命题 3.3.2 的 证 明 过 程 相 似 。 口 

需要 指出 的 是 , 只 有 在 一 维 状态 空间 oC 的 情况 下 , (PW), C) 才 是 一 个 格 , 即 (PW), 
C) 中 元 素 的 最 大 下 界 和 最 小 上 界 并 不 总 是 存在 。 


RA PFEF MEH 87 


41.1 量子 最 弱 前 置 条 件 


可 以 通过 量子 谓词 来 描述 量子 态 的 属性 。 我们 在 设计 用 于 推理 量子 程序 的 逻辑 的 过 程 
中 遇 到 的 下 一 个 问题 是 : 如 何 描述 从 一 个 量子 态 转变 为 另 一 个 量子 态 的 这 一 量子 系统 属性 ? 

在 经 典 编程 理论 中 , 广泛 使 用 最 弱 前 置 条 件 的 概念 来 对 程序 的 属性 进行 描述 。 最 弱 前 置 
条 件 使 用 一 种 逆向 的 方式 对 程序 进行 描述 , 即 为 了 实现 给 定 的 输出 属性 , 它 会 规定 输入 必须 
满足 的 最 弱 属 性 。 可 以 对 这 个 概念 进行 量子 化 扩展 。 实际 上 , 最 弱 前 置 条 件 的 量子 化 扩展 在 
量子 程序 的 逻辑 中 扮演 着 至 关 重 要 的 角色 。 在 这 个 小 节 中 , 我 们 将 介绍 量子 最 弱 前 置 条 件 的 
纯 语 义 (语法 独立 ) 的 概念 。 上 一 章 我 们 发 现 量 子 程 序 的 指称 语义 通常 是 通过 一 个 量子 操作 
来 表示 的 。 所 以 在 本 节 中 , 我 们 将 量子 程序 简单 地 抽象 为 一 个 量子 操作 。 

定义 4.1.2 A&M, NE AH) 是 量子 谓词 , +E € QOH) 是 一 个 量子 操作 (参考 定 
L 2.1.25)。 那么 如 果 对 于 任意 的 密度 算 子 pe H RAR: 


tr(Mp) < tr(NE(p)) (4.1) 


则 称 M 为 N 的 关于 E 的 前 置 条 件 ， 记 为 {MJE{N]。 

条 件 (4.1) 的 直观 含义 来 源 于 量子 态 与 量子 谓词 之 间 的 满足 关系 的 解释 : tr(Mp) Æ p 态 
中 的 谓词 M 的 真 值 的 期 望 。 更 确切 地 说 ， 可 以 将 公式 (4.1) 视 为 语句 “如 果 态 p 满足 谓词 
M, 那么 从 p 转变 为 E 之 后 的 态 满足 谓词 N” 的 概率 性 版 本 。 

定义 413 令 Me AH) 是 一 个 量子 谓词 ， 且 8 Ee QOH) 是 一 个 量子 操作 。 那 么 
关于 8 的 M 的 最 弱 前 置 条 件 是 满足 如 下 人 条件 的 量子 谓词 wp(8)(M): 

(1) {wp(€)(M)}E{M}。 

(2) 对 于 所 有 的 量子 谓词 N，{N}E{M} 意味 着 N Cwp(E)(M), 其 中 C 代表 Lowner 
序 。 - 

直观 上 而 言 , 条 件 (1) 表明 wp(8)(M) 是 关于 8 的 M 的 前 置 条 件 , 条 件 (2) 表明 如 果 

N 是 M 的 一 个 前 置 条 件 , 那么 wp(8)(M) 是 一 个 比 N 弱化 的 前 置 条 件 。 

上 述 关于 量子 最 弱 前 置 条 件 的 抽象 定义 在 实际 应 用 中 通常 很 难 使 用 。 所 以 , 我 们 希望 找 
到 量子 最 弱 前 置 条 件 的 明确 表示 法 。 从 定理 2.1.1 中 我 们 学 习 到 了 两 种 能 够 方便 地 表示 量子 
操作 的 方法 : Kraus 算 子 和 表示 法 与 系统 环境 模型 。 如 果 量 子 程 序 的 (指称 ) 语义 是 通过 这 
两 种 形式 来 表示 的 , 那么 它 的 最 弱 前 置 条 件 也 可 以 通过 一 种 简洁 的 方式 来 表述 。 让 我 们 首先 
考虑 Kraus 算 子 和 表示 法 。 

命题 4.1.1 假设 量子 操作 6 € .2QC(. 知 ) 是 通过 集合 {Ej} 来 表示 的 ， 即 


8(0) = > EipE! 
对 于 任意 的 密度 算 子 p 都 成 立 。 那 么 对 于 任意 的 谓词 M € PIH), 我 们 有 : 
wp(E)(M) = 》 E} ME; (4.2) 
证 明 : 我 们 从 定义 4.1.3 的 条 件 (2) 中 发 现 , 如 果 存 在 最 弱 前 置 条 件 wp(8)(M), PAE 


一 定 是 唯一 的 。 因此 我 们 只 需要 验证 公式 (4.2) 给 出 的 wp(E)(M) 满足 定义 4.1.3 中 的 两 个 
条 件 即 可 。 
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(1) 既 然 对 于 所 有 æ 中 的 算 子 4 和 B 都 满足 tr(BA) = tr(4B), 那么 我 们 有 : 


= > tr (EMEp) 
= tr (MEipE!) (4.3) 


- (2) 


= tr(M&(p)) 


tr(wp(&)(M)p) = tr ( p E ue.) o) 


对 于 任意 属于 2 的 密度 算 子 p 都 成 立 。 因此 {wp(é)(M)}P{M}. 
(2) MCN 成 立 当 且 仅 当 对 于 任意 的 p 都 满足 tr(Mp) < tr(Np)。 因 此 如 果 {N}E{M}， 
那么 对 于 任意 的 密度 算 子 p, 我 们 有 : 


tr(Np) < tr(Mé(p)) = tr(wp()(M)p) 


因此 根据 N C wp(8)(M) 可 以 得 出 该 结论 。 口 
当量 子 程序 的 指称 语义 e 是 通过 系统 环境 模型 的 方法 表示 时 , 我 们 同样 可 以 给 出 wp(&) 

的 本 质 特征 : 
&(p) = tre [PU(\eo) (eo| © p)U'P] (4.4) 


对 于 任意 属于 Z 的 密度 算 子 p 都 成 立 ， 其 中 E 是 状态 空间 为 tH 的 环境 系统 ，U 是 
Hp ® H PI ZIEBR, 已 是 向 3 8 和 6 的 一 些 闭 子 空间 进行 投影 的 投影 算 子 且 Jeo) 是 空 
间 He 中 的 混 态 。 

命题 4.1.2 wRE 是 通过 公式 (4.4) 给 出 的 量子 操作 ,那么 我 们 有 : 


107 wp(€)(M) = (eo|lUiP(M ® Ig)PU leo) 


对 于 任意 的 M € P(H) 都 成 立 ， 其 中 JIE 是 环境 系统 的 状态 空间 Hy 中 的 单位 算 子 。 
证 明 : 令 {lex)} 是 Ae 的 一 组 标准 正 交 基 。 那么 : 


Elp) = > (er|PU|eo)pleo|U' P]er) 
k 
通过 命题 4.1.1, 我 们 可 以 得 出 : 


wp()(M) = > (eolViPler) M (ex|PU eo) 
k 


= (eo|UtP (= jae PU Jeo) 
k 
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注意 因为 {lek)} 是 He 的 一 组 标准 正 交 基 且 M 是 .和 的 一 个 操作 , 所 以 


S |ek)M(ek|=M@ (x (el =M®Ip E 
k k 
Schrödinger-Heisenberg 二 象 性 
与 经 典 编程 理论 类 似 , 量子 程序 的 指称 语义 8 是 一 个 正 向 状态 转换 器 ; 


E D(H) = WH) 
p= Elp), 其 中 pe AH) 


其 中 IH) 表示 A 空间 中 局 部 密度 算 子 的 集合 ， 即 满足 迹 不 大 于 1 的 正定 算 子 。 男 一 方 
面 , 最 弱 前 置 条 件 的 概念 定义 了 一 类 逆向 量子 谓词 转换 器 : 


wp(€) :Z(H) 一 P(#) 
Mm wp(é)(M), HP ME P(M) 


这 为 我 们 考虑 量子 程序 提供 了 两 种 互补 的 方式 。 

处 理 经 典 程序 的 过 程 中 广泛 使 用 到 了 正 向 语义 和 逆向 语义 两 者 之 间 的 二 象 性 。 这 在 研 
究 量 子 程序 时 也 同样 适用 。 此 外 , 可 以 从 量子 状态 (描述 为 密度 算 子 ) 和 量子 可 观测 量 ( 描 
述 为 厄 米 算 子 ) 之 间 的 Schrédinger-Heisenberg 二 象 性 (图 4.1) 的 角度 , 对 量子 程序 及 其 最 
弱 前 置 条 件 之 间 的 关系 进行 思考 。 








p FF &*(M) 
gl E 
el) EF M 





映射 p++ Elp) Æ Schrödinger AR, 映射 M + &*(M) Æ Heisenberg 图 像 。 符 号 
上 代表 满足 关系 , 即 tr(Mp) = Pr{p 上 M}(p 满足 M 的 概率 )。 





图 4.1 Schrédinger-Heisenberg 二 象 性 


定义 4.1.4 令 8 是 将 局 部 密度 算 子 映射 到 局 部 密度 算 子 的 量子 操作 ,G6* 是 将 厄 米 算 
子 映 射 到 厄 米 算 子 的 算 子 。 如 果 


(二 象 性 )  tr[ME(p)] = tr[E"(M)p] (4.5) 


对 于 任意 的 (局 部 ) 密度 算 子 p 和 任意 的 厄 米 算 子 M 都 成 立 ， 那 么 我 们 就 称 8 和 868* 是 
(Schrédinger-Heisenberg) 对 偶 的 。 
从 定义 “如 果 量子 操作 & 的 对 偶 &* 存在 , 那么 它 是 唯一 的 ”可 以 得 出 上 述 定义 。 108 
接 下 来 的 命题 表明 编程 理论 中 的 最 弱 前 置 条 件 的 概念 与 物理 上 的 Schrödinger-Heisenberg 
二 象 性 的 概念 是 一 致 的 。 
命题 4.1.3 ”任意 的 量子 操作 E € QOH) 和 它 的 最 弱 前 置 条 件 wp(@) 之 间 是 对 偶 关 
Ro 
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证 明 : MAK (4.3) 中 可 以 得 出 。 口 

为 了 对 本 节 进 行 总 结 , 我们 将 在 接 下 来 的 命题 中 对 量子 最 弱 前 置 条 件 的 一 些 基 本 代数 
属性 进行 介绍 。 

命题 4.1.4 令 和 >0 且 8, 多 E40( 和 6), A {Eq} Z QOH) 中 的 递增 序列 。 那么 

(1) 假 设 和 6 E€ QO(H), 那么 wp(X@) = 和 wp(@)。 

(2) E+ F € QO(H), AX wp(E + F) = wp(F) + wp(F). 

(3) wp(£ o F) = wp(F) o wp(&). 

(4) wp(Lno én) = Undo wP(En), FHP Lo wP(Gn) 的 定义 为 : 对 于 所 有 的 M < 
PIH), 都 有 


(Č vo(6) A | | w(6,)(M) 


n=0 n=0 
证 明 : (1) 和 (2) 可 以 从 命题 4.1.1 中 直接 得 出 。 
(3) 从 {L}E {M} 和 {M}F{N} 可 以 得 出 : {L}E 0 F{N}. 因此 我 们 有 : 


{wp(E)(wp(2)(M))}E o F{M} 


另 一 方面 , 我们 需要 证 明 当 {N} Po F{M} WA NE wp(&)(wp(F)(M)) 成 立 。 实 际 上 , 对 
109| 于 任意 的 密度 算 子 p, 从 公式 (4.3) 可 以 推导 出 : 


tr(Np) < tr(M(é o F)(p)) 
= tr(MF(é(p))) 
= tr(wp(F)(M)é&(p)) 
= tr(wp(&)(wp(F)(M))p) 


因此 我 们 可 以 得 到 : 
wp(@ o F)(M) = wp(&)(wp(F)(M)) = (we(F) o wp(£))(M) 


(4) 首先 我 们 从 CPO(A(#),C) 中 的 C 的 定义 可 以 得 到 如 下 两 个 公式 : 


n=0 n=0 
那么 我 们 可 以 证 明 
{ | san) |_| &{M} 
n=0 n=0 


实际 上 , 对 于 任意 pe D(H), RITA: 
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第 二 步 需要 证 明 {N}L 6{M} 意味 着 CLI, wplén) (M). TUER FAA KERE 


算 子 p 都 有 : 
tr(Np) < tr (x (Č s.) 由 
n=0 
= tr( lim Mé,(p)) 
= |_| t(4,(p)) 
rao 110 
= |_| tr(wp(G,)(M)p) 
n=0 
= ir (Č wp ane) 
n=0 
因此 它 满足 


wp s) (M) = |_| wp(6)(M) H 
n=0 n=0 


4.2 ”量子 程序 的 Floyd-Hoare 逻辑 


经 典 编 程 方 法 中 广泛 使 用 Floyd-Hoare 逻辑 这 一 逻辑 系统 来 对 程序 的 正确 性 进行 推理 。 
该 逻辑 系统 由 一 系列 从 前 置 条 件 和 后 置 条 件 的 角度 定义 的 推理 规则 构成 。 

上 一 节 对 使 用 量子 操作 来 建 模 描述 的 抽象 量子 程序 的 量子 谓词 和 最 弱 前 置 条 件 进行 了 
介绍 。 在 本 节 中 ,我 们 将 基于 上 一 节 的 结论 提出 3.1 节 中 的 while 语句 编写 的 量子 程序 的 
Floyd-Hoare 逻辑 , 并 通过 它 对 这 类 程序 的 正确 性 进行 推理 。 


4.2.1 正确 性 公式 


在 经 典 Floyd-Hoare 逻辑 中 , 程序 的 正确 性 通过 Hoare 三 元 组 来 表示 ，Hoare 三 元 组 由 
一 个 描述 输入 状态 的 谓词 和 一 个 描述 输出 状态 的 谓词 构成 。 我 们 可 以 直接 对 Hoare 三 元 组 
的 概念 进行 量子 化 扩展 。 

令 qVar 是 3.1 节 中 定义 的 while 语句 中 的 一 个 量子 变量 集合 ,对 于 任意 的 集合 X CqVar， 
我 们 将 由 X 中 的 量子 变量 构成 的 系统 的 状态 空间 记 为 : 


Hx =Q 
qEX 
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其 中 2 是 量子 变量 q 的 状态 空间 。 特别 地 , 我 们 记 


Joan = Q Ha 
qEqVar 
回忆 上 一 节 ，.%&e 中 的 量子 谓词 是 一 个 满足 0 CPE Ley, 的 厄 米 操作 P。 我 们 记 Ax 中 
的 量子 谓词 的 集合 为 P(A) 
定义 4.2.1 正确 性 公式 是 具有 如 下 形式 的 语句 : 


{P}S{Q} 


其 中 9 是 一 个 量子 程序 P.QEPA(Hin) 都 是 An 中 的 量子 谓词 。 我 们 将 量子 谓词 P 称 为 
正确 性 公式 的 前 置 条 件 ，Q 为 正确 性 公式 的 后 置 条 件 。 
在 经 典 程序 的 Floyd-Hoare ZF, Hoare 三 元 组 {P}S{Q} 中 的 P AQ 是 两 个 一 阶 
WHA. Hoare 逻辑 公式 {P}S{Q} 可 以 用 于 描述 两 种 不 同类 型 的 程序 正确 性 : 
。 部 分 正确 性 : 如 果 程 序 5 的 输入 满足 条 件 已 , BAS 要 么 不 会 终止 , 要 么 在 满足 后 
置 条 件 Q 的 情况 下 才 会 终止。 
。 整体 正确 性 : 如 果 程 序 5 的 输入 满足 条 件 P, 那么 5 一 定 会 终止 , 且 它 终止 的 状态 
满足 后 置 条 件 Q。 
虽然 Hoare 三 元 组 {P}S{Q} 在 量子 情况 下 和 经 典 情况 下 似乎 是 相同 的 , 但 前 者 的 前 置 条 件 
已 和 后 置 条 件 Q 都 是 量子 谓词 ; 即 通过 厄 米 算 子 表示 的 可 观测 量 。 我 们 将 局 部 密度 算 子 ( 属 
于 x 的 正定 算 子 且 迹 不 大 于 1) 的 集合 记 为 9(.%%gr )。 直 观 上 而 言 ， 对 于 任意 的 量子 谓词 
Pe P(Hx) 和 态 pe D(A), tr(p) 代表 谓词 已 满足 状态 p 的 概率 。 与 经 典 编程 理论 相似 ， 
量子 编程 中 的 正确 性 公式 也 可 以 通过 两 种 不 同 的 方式 进行 描述 : 
定义 4.2.2 
(1) 从 整体 正确 性 来 说 ， 如 果 我 们 有 : 


tr(Pp) < tr(Q[S](e)) (4.6) 
那么 正确 性 公式 {P}S{Q} 为 真 ， 并 记 为 : 
tot {P}S{Q} 


其 中 pe DH), [S] 是 S 的 语义 函数 。 
(2) 从 部 分 正确 性 来 说 ， 如果 我 们 有 : 


tr(Pp) < tr(Q[S]()) + [tr(p) — tr([S](p)] (4.7) 
那么 正确 性 公式 {P}S{Q@} 为 真 ， 并 记 为 : 
Fpar {P}S{Q} 


KP pE D(A) 
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在 整体 正确 性 中 的 不 等 式 (4.6) 表 明 : 
。 输 入 p 满足 量子 谓词 P 的 概率 不 大 于 量子 程序 5 在 状态 p 上 终止 的 概率 , 且 它 的 
输出 [S](p) 满足 量子 谓词 Q. 
从 定义 4.1.2 中 我 们 可 以 得 出 Hot {P}S{Q} ÆR {P HSHP WER. PZ tr()—tr([S](p)) 
是 量子 程序 S 从 输入 态 p 发 散 的 概率 。 因 此 部 分 正确 性 中 的 不 等 式 (4.7) 表明 : 
。 如 果 输 入 p 满足 谓词 P, 那么 程序 S BAF p 上 终止 且 它 的 输出 [5](o) 满足 Q, 要 
么 5S 从 p 开始 发 散 。 
为 了 更 好 地 理解 这 个 定义 , 让 我 们 来 看 一 个 简单 的 例子 。 这 个 例子 清晰 地 说 明了 部 分 正 
确 性 和 整体 正确 性 之 间 的 区 别 。 
例子 4.2.1 假设 type(q) = Boolean. 考虑 如 下 程序 : 


S= while Mlql = 1 do q :=o,|q| od 
其 中 Mo = 10)(0|, Mi =|1)(1|, Ho, ZAE. + 
P = |Y) (Yl @ P 


其 中 |w) = a0) + Bll) € H, E P'E P (Hyaa). 那么 
(1) 我 们 发 现 当 BEO, P £0 xe ano) 时， 整体 正确 性 


Etot {P}S{|0)q(0| 8 P'} 


并 不 成 立 。 实 际 上 取 : 
p= IW) & Tyas 


注意 此 处 为 了 方便 描述 ,并 没有 对 p 进行 归 一 化 处 理 。 那 么 


[S1(p) = |al?|0)a(0| ® Estevan ta 


tr(Pp) = tr(P’) > |a|?tr(P’) = tr((|0)a(0| ® P')LS](p)) 


(2) 部 分 正确 性 : 
Epar {P}S{|0)q(0| @ P’} 


Pp 
tr(Pp) < tr((|0)a(0| ® P’)[S](»)) + [tr(p) — tr(LS](p))] (4.8) [113 


此 处 我 们 只 对 Hva 中 的 一 类 特殊 的 局 部 密度 算 子 进行 思考 : 
p= lp) ll ® p 
其 中 |p) = al0) +01) € H Bp! € 9(Havar\{q}))。 通 过 计算 可 得 : 


[S](p) = |a|?|0)q(0| 8 p’ 
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tr(Pp) = |(p|y)|?tr(P’p’) 
< |a|?tr(P’p’) + [trp’ — |a|?tr(p’)] 
= tr((|0)a(0| @ P’)[S](e)) + [tr(p) — tr([S1(p))] 


练习 4.2.1 证明 对 于 任意 的 pc D(H), RFX (4.8) 都 成 立 。 

接 下 来 这 个 命题 介绍 了 几 条 部 分 正确 性 公式 和 整体 正确 性 公式 的 基本 属性 。 
命题 4.2.1 

(1) 如 果 Hio {P}S{Q}, ABA 上 par {P}S{Q}. 

(2) 对 于 任意 的 量子 程序 S 和 任意 的 已 Qe 多 (G1), RNA: 


Ftot Lats Q}, par {P}S{Ixeu} 


(3) (线性 关系 ) 对 于 任意 的 Pi, P2, Q1, Q2 E P(A) 和 满足 ALPi +A2P2,A1Q1+A2Q2 € 
P (Han) 的 和 1, 和 2 > 0, 如果: 
For (AISO o= 1,2) 
那么 
Ftot {Ai Pi + A2P2}S{A1Qi + A2Q2} 
对 于 部 分 正确 性 而 言 ， 如 果 Xi +A=1, 那么 可 以 得 出 相同 的 结论 。 
证 明 : 从 定义 中 可 以 直接 得 出 该 命题 。 口 


4.2.2 ”量子 程序 的 最 弱 前 置 条 件 


我 们 在 4.1.1 小 节 中 定义 了 一 般 性 量子 操作 ( 视 作 量子 程序 的 指称 语义 ) 的 最 弱 前 置 条 
件 的 概念 。 在 这 个 小 节 中 ,我 们 将 对 使 用 量子 while 语句 编写 的 量子 程序 的 最 弱 前 置 条 件 
114| 进行 研究 。 与 经 典 Floyd-Hoare 逻辑 相似 , 最 弱 前 置 条 件 和 最 弱 自 由 前 置 条 件 分 别 对 应 于 量 
子 程序 的 整体 正确 性 和 部 分 正确 性 。 它们 会 在 建立 量子 程序 的 Floyd-Hoare 逻辑 完备 性 的 过 
程 中 扮演 重要 角色 。 
EX 4.2.3 AS 是 一 个 量子 while 程序 , PE P( Hn) 是 空间 Mr 中 的 量子 谓词 。 
(1) 我 们 将 S 关于 了 的 最 弱 前 置 条 件 定义 为 满足 如 下 条 件 的 量子 谓词 wp.S.P € P(A): 
(a) Ftot {wp.S.P}S{P}. 
(b) te REF iA QE P(A) 满足 Hot {Q}S{P}, 那么 QC wp.S.P. 
(2) 我 们 将 S 关于 P 的 最 弱 自 由 前 置 条 件 定义 为 满足 如 下 条 件 的 量子 谓词 wlp.5.P € 
FP F6n): 
(a) Epar {wlp.S.P}S{P}. 
(b) 如 果 量子 谓词 Q < P(Han) MR Fpar {Q}S{P}, 那么 QC wlp.5.P。 
将 上 述 定义 与 定义 4.1.3 进行 比较 可 以 发 现 它 们 是 兼容 的 ， 即 


wp.S.P = wp([S])(P) (4.9) 
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注意 等 式 左 边 是 从 程序 S 的 角度 给 出 的 ， 然 而 等 式 右边 却 是 从 程序 S 的 语义 的 角度 给 出 
的 。 

接 下 来 的 两 个 命题 分 别 给 出 了 通过 量子 while 语句 编写 的 量子 程序 的 最 弱 前 置 条 件 和 
最 弱 自 由 前 置 条 件 的 明确 表示 。 它们 在 证 明 量子 Floyd-Hoare 逻辑 的 部 分 正确 性 和 整体 正确 
性 的 过 程 中 非常 重要 。 我们 首先 对 量子 程序 的 最 弱 前 置 条 件 进行 研究 : 

命题 4.2.2 

(1) wp.skip.P = P. 

(2)(a) 如 果 type(q) = Boolean, 那么 


wp.q := |0).P = |0)q(0|P|0)q(0| + |1)q(0|P|0)(1| 
(b) 如 果 type(q) = integer, 那么 


wp.q:= |0).P= $. |n)q{0|P|0)q(nl 


n=— 00 


(3) wp.g := U[g].P = Ut PU 

(4) wp.91; S2.P = wp.S}.(wp.S2.P) 

(5) wp. if (Om - M[q] = m > Sm) fi.P = E, M}, (wp.Sm.P)Mm 
(6) wp. while Mfg] = 1 do S od.P = [Io Pn, 其 中 


Po = 0 
Pasi = MiPMo + MÌ (wp.S-Pa)M, 对 于 所 有 的 n> 0 都 成 立 


证 明 : 这 里 的 技巧 是 通过 对 量子 程序 $ 使 用 归纳 法 来 同时 证 明 这 个 命题 以 及 推论 4.2.1: 

e 情况 1。5 = skip。 显 然 成 立 。 

e 情况 2. S = q := |0)。 因 为 type(g) = Boolean 的 情况 与 之 相似 ， 所 以 我 们 只 对 
type(q) = integer 的 情况 进行 研究 。 首 先 ， 它 满足 


tr (6s: maorio) o) =tr (> È toe) 
i = tr(P[q := |0)](o)) 
另 一 方面 , 对 于 任意 的 量子 谓词 QE P(HAn) WR 
Etot {Q}q := |0){P} 
也 就 是 说 : 


tr(Qp) < tr(Plq := |0)](p)) 


=t (( > maleohtl) o) 
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对 于 所 有 的 pe D(Z4n) 都 成 立 , 那么 从 引 理 4.1.2 中 可 以 得 到 : 


2E 》 |n)q(0|P|0)q(n| 


n=—Co 


e 情况 3. S =q := U 辕 。 与 情况 2 KU. 
。 情 况 4。5 = 51; 52。 从 Sy 和 Sp 的 归纳 假设 可 以 得 出 


tr((wp.S1.(wp.S2.P))p) = tr((wp.S2.P)[S1](p)) 
= tr(PLS2]([S1](p))) 
= tr(P[S1; S2] (p)) 


如 果 For {Q}S1; SAP} 那么 对 于 所 有 的 pe D(H) 我 们 有 : 
tr(QP) < tr(PLS1; 952](o)) = tr((wp.S1.(wp.S2-P))p) 


116 因此 从 引 理 4.1.2 中 可 以 得 到 : DC wp.S1.(wp.S2.P). 
e 情况 5。5 = if(Om - Mig] = m 一 Sm)fi。 Ht Sm 的 归纳 假设 , 我 们 可 以 得 到 : 


tr (= Mops Pu] o) = 》 tr((wp.Sm.P)MmpM},) 


m 


= = ai P[Sm](MmpM}.)) 


=tr (ry 》 [Sm] (MmpM}, ) 
= tr(P[if(Om - Mfg] = m > Sm)fi}(p)) 
如 果 : 
Ktot {Q}if(Om - M[g] = m — Sm)fi{P} 
那么 : 


tr(Qp) < tr (x Mh Sn P Me o) 


m 


对 于 所 有 的 p 都 成 立 。 从 引 理 4.1.2 中 我 们 可 以 得 出 : 


2E >》 Mh (wip.Sm.P)Mm 


m 


e 情况 6。5 = while M 团 = 1 do S’ od. 为 了 简化 , 我 们 将 循环 S (参考 定义 3.3.6) 
的 第 ”次 语法 逼近 (while Mia] = 1 do S’ od)” WA (while)”. 首先 , 我 们 有 : 


tr(Pnp) = tr(P[(while)"]()) 
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可 以 通过 对 n 使 用 归纳 法 来 对 这 个 声明 进行 证 明 。n = 0 的 基本 情况 是 显然 成 立 的 。 
通过 n Als’ 的 归纳 假设 , 我 们 得 到 : 


tr(Pa+1p) = tr(Mj PMop) + tr(Mi(wp.S'.P,)M:ip) 
= tr(PMopM}) + tr((wp.S’.Pn)M1pM}) 
= tr(PMopM§) + tr(Pa[S’](MipM})) 
= tr(PMopM}) + tr(P[(while)”]([$’](MipM}))) 
= tr[P(MopMj + [S’; (while)"](M,pM}))] 
= tr(P[(while)"+!](p)) 117 


通过 迹 算 子 的 连续 性 可 以 得 出 : 


‘(Ge)) -bee 


= |_| tr(P[(while)"](»)) 


0 
= tr ~“ | | (enon) 
n=0 
tr(P[while M 回 = 1 do S’ od](p)) 


所 以 ,如 果 
tot (Q}while Mig] = 1 do 3’ od{P} 


co 人 


对 于 所 有 的 p 都 成 立 。 通 过 引 理 4.1.2 我 们 可 以 得 到 2 EL Pre 口 
下 面 这 个 推论 表明 初始 化 状态 p 满足 最 弱 前 置 条 件 wp.S.P 的 概率 与 终止 态 [5S](p) 满 
足 P 的 概率 是 相等 的 。 该 推论 的 证 明 可 以 从 前 面 命题 的 证 明 得 出 ， 也 可 以 根据 等 式 (4.3) 
和 (4.9) 推导 得 到 。 
推论 4.2.1 对 于 任意 的 量子 while 程序 ,任意 的 量子 谓词 Pc (和 1) 和 任意 的 局 
部 密度 算 子 De D(H), RMA 


tr((wp.S.P)p) = tr(P[S](p)) 


我 们 同样 可 以 对 量子 程序 的 最 弱 自 由 前 置 条 件 进行 明确 表示 。 
命题 4.2.3 
(1) wlp.skip.P = P 
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(2)(a) 如 果 type(q) = Boolean, 那么 : 
118 wlp.q := |0).P = |0)q(0|P|0)q(0| + |1)q(0|P|0)q(1| 
(b) 如 果 type(q) = integer, 那么 : 
wlp.q := |0).P = E [n)a (0|P|0}4 (n| 
(3) wlp.g := U [q].P = Ut PU 
(4) wlp.S1; S2.P = wlp.S1.(wlp.S2.P) 


(5) wip. if (Dm. M[q] := m > Sm) fi .P= >>, M}, (wlp.Sm.P)Mm 
(6) wlp. while M[q] = 1 do 5 od.P = NX Ph, HYP: 


Po = Len 
P41 = MiPMo + Mi (wlp.S.P,)Mi, 对 于 任意 的 n >.0 都 成 立 
证 明 : 与 最 弱 前 置 条 件 的 情况 相似 ， 我 们 通过 对 量子 程序 S 的 结构 使 用 归纳 法 可 以 同 
时 对 这 个 命题 及 其 推论 进行 证 明 。 
e 情况 1. S= skip, 或 者 q:=|0), 或 者 5 := UG). 与 命题 4.2.2 的 证 明 过 程 中 的 情况 1、 
情况 2 和 情况 3 相似 。 
o 情况 2。5 = 91; 59。 首先 , 通过 Si 和 So 的 递归 假设 , 我 们 有 : 


tr(wlp.S1.(wlp.S2.P)p) = tr(wlp.S2.P[S1](p)) + [tr(p) — tr([LS1](p))] 
= tr(PLS2]([LS1](p))) + ltr(LS1](p)) — tr(LS21(LS11(p)))] 
+ [tr(p) — tr(LS1](p))] 
= tr(PLS2]([S1](p))) + ltr(p) — tr([LS21( [S11(p)))] 
= tr(PLS](P)) + [tr(p) — tr([S1(p))] 


WR Hpar {Q}S{P}, 那么 它 满足 : 


tr(2p) < tr(PLS](p)) + ltr(p) — tr(LS1(p))] 
= tr(wlp.S1.(wlp.S2.P)p) 


对 于 所 有 的 pe 9(. 和 1) 都 成 立 。 通过 引 理 4.1.2, 我 们 可 以 得 到 : 
2C wlp.S1.(wlp.S2.P) 
119 。 情况 3。5 = if (Om. Mi] = m > Sm) fic. 因为: 


》 M}, Mm = Le, 


m 


BAF 量子 程序 的 远大 99 


所 以 通过 所 有 Sm 的 递归 假设 可 以 推导 出 : 


= X tr( M}, (wlp-Sm.P)Mmp) 


m 


= 5 tr((wlp.Sm.P)MmpM},) 


m 


tr (= Mt (wlp.Sm-P)Mm o) 


m 


= POPIS] Mm pM}) 


平 [tr( MmpM}, ) — tr( ([Sim] ( MmpM}, ))]} 


= p? tr(P[Sn]( 


MmpM},) 


mat r([Sm]( MmpM}, » 


= tr (PX snl Mod) 
+ |tr (Dee )-« (Sots Mnodt)) 


= tr(P[S](»)) 





+ [tr(p) — tr([S](»))] 


WR Epar {Q}S{P}, 那么 对 于 所 有 的 pe D(A) 都 满足 : 


tr(2p) < tr(P[S](o)) + [tr(p) — tr([S]())] 


= tr (= Mbp SPM) 


m 


上 述 结论 和 引 理 4.1.2 意味 着 


2 E 》 Mi(wlp.Sm.P)Mm, 


m 


e 情况 4. S= while Mfg] = 1 do S' od. 我 们 首先 对 n 使 用 归纳 法 来 证 明 : 


tr(Pnp) = tr(Pl[(while)"](p 


其 中 (while) WABE (while Mfg] = 


)) + [tr(p) — tr([[(while)”](p))] (4.10) 


1 do S’ od)” 的 缩写 。n = 0 的 情况 显然 成 


立 。 通 过 对 5' 使 用 归纳 法 及 n 的 递归 假设 ,我 们 观察 到 ; 
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tr(Pn4ip) = tr[(MjPMo) + MÌ (wlp.S’.Pn)Mip| 
= tr(MiPMop) + tr(M}(wlp.S’.P,)M1p) 
= tr(PMopM}) + tr((wlp.S’.Pn)MipM!) 
= tr(PMopM$) + tr(Pn[$’](MipM])) + [tr(MipM}) — tr([S’'](MipM]))] 
= tr(PMopM§) + tr(P[(while)"]([5](MipM]))) + [tr([S](MipMi)) 
— tr([(while)"}({5](MipM])))] + [tr(MipM]) — tr([S1(MıpM}))] 
= tr(P[MopMj + [(while)"]([5](MpM}))] 
+ [tr(p) — tr(MopM} + [(while)”]([$](MipM])))]) 
tr(P[(while)"**](p)) + [tr(p) — tr([(while)"*"](»))] 


这 样 我 们 就 完成 了 对 公式 (4.10) 的 证 明 。 注 意 量子 谓词 PCT. RA I-P 满足 正定 
性 , 且 通 过 迹 算 子 的 连续 性 , 我 们 可 以 得 到 : 


tr ((oPr) P) = Miotr(Pnp) 
= Mo{tr(P[(while)”](p)) + [tr(p) — tr([(while)"](¢))]} 
= tr(p) + NM otr[(P — I)[(while)"](o)] 


= tr(p) + tr | (P — I) | [(while)"](p) 


n=0 
p) + tr[(P — I)[S]()] 
iia eroan 


对 于 任意 的 QE P (Ha all) » Fpar {Q}S{P} 意味 着 : 
tr(2p) < tr(P[S](o)) + [tr(p) — tr([S] (6))] 
= tr (Lon) p) 


对 于 所 有 的 pe 9( 和 1) 都 成 立 。 通 过 上 述 结论 和 引 理 4.1.2 可 以 得 出 2 E neseoP,。 口 
推论 4.2.2 ”对 于 任意 的 量子 while ZFS, 任意 的 量子 谓词 Pc P(Hau) 和 任意 的 
局 部 密度 算 子 pe OHA), RANA: 


tr((wlp.S.P)p) = tr(P[S](o)) + ltr(p) ~— tr(LS1(p))] 


前 一 个 引 理 表明 初始 状态 p 满足 最 弱 自 由 前 置 条 件 wlp.5.P 的 概率 与 终止 状态 [S](p) 
满足 P 的 概率 和 S 从 状态 p 开始 运行 不 会 终止 的 概率 之 和 相等 。 

为 了 对 本 节 进 行 总 结 , 我 们 将 介绍 量子 while 循环 的 最 弱 前 置 条 件 和 最 弱 自 由 前 置 条 
件 的 递归 特性 。 这 种 特性 在 证 明 量子 Floyd-Hoare 逻辑 的 完备 性 的 过 程 中 至 关 重 要 。 


BAF FFRPHEH 101 


命题 4.2.4 ”我 们 将 量子 循环 while Mig] = 1 do S od A while. 那么 对 于 任意 的 
PE P( Hn), 我 们 有 : 

(1) wp.while.P = MiPMo + M}(wp.S.(wp.while.P))M, 

(2) wlp.while.P = Mj PMp + M](wlp.S.(wlp.while.P))M, 

证 明 : 我 们 只 证 明 (2), (1) 的 证 明 过 程 与 (2) 类 似 且 更 简单 。 对 于 任意 的 pe D(Hn), 
通过 命题 4.2.3(4) 我 们 发 现 : 


tr[(MiPMo + Mi(wlp.S.(wlp.while.P))Mi)p] 
=tr(PMopMi) + tr[(wlp.S.(wlp.while.P))M,pM1] 
= tr(PMopM{) + tr[(wlp.while.P)[S](M,pM}!)| 
+ [tr(MipMi) — tr([SI(MipM1))] 
= tr(PMopM}) + tr[P[while] ([S](MipM]))] + [tr([S] (4 pM]) 
— tr({while]([5](M1pM]))] + [tr(MipMi) — tr([S] (M1 pM]))| 
= tr[P(MopMj + [while] ([S](MipM])))] 
+ [tr(MipM1) — tr([while]([5](MipM])))] 
= tr(P[while](p)) + [tr(oM] M1) — tr([while] ([$](MipM?)))] 
= tr(P[while](»)) + [tr(p(T — Mj Mo)) — tr({while] ([$](MipM}])))] 
= tr(P[while](p)) + [tr(o) — tr(MopM} + [while]([S](MipM])))] 
= tr(P[while](p)) + [tr(p) — tr([while](p))] 


这 意味 着 : 
{mg PMo + MÌ (wlp.S.(wlp.while.P))M; } while {P} 


假设 Hpar {Q}while{ P}, 那么 


Q E MÌPMo + M} (wlp.S.(wlp.while.P)) M: 口 


从 命题 4.2.2(6) 和 4.2.3(6) 中 我 们 发 现 可 以 对 上 述 命题 进行 加 强 : 
e wp.while.P 和 wlp.while.P 分别 是 如 下 函数 的 最 小 不 动 点 和 最 大 不 动 点 : 


X œ MİPMo + Mi(wp.S.X)Mi 


4.2.3 ”部 分 正确 性 的 证 明 系统 


现在 我 们 开始 对 量子 while 程序 Floyd-Hoare 逻辑 的 公理 化 系统 进行 介绍 。 该 公理 化 系 
SEM 4.2.1 节 定 义 的 正确 性 公式 的 角度 给 出 的 。 可 以 将 量子 Floyd-Hoare 逻辑 分 为 两 类 证 
WAR, 一 类 是 部 分 正确 性 的 证 明 系 统 ， 另 一 类 是 整体 正确 性 的 证 明 系 统 。 在 本 小 节 中 , 我 
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们 介绍 一 类 名 为 qPD 的 量子 程序 部 分 正确 性 的 证 明 系 统 。 它 由 图 4.2 给 出 的 公理 和 推理 规 
则 组 成 。 


{P}Skip{P} 
如 果 type(q) = Boolean, 那么 


{|0)q(0|P|0)q(0| + |1)q(0|P|0)q(1|}¢ := |0){P} 


如 果 type(q) = integer, 那么 


| 5 wont ba |0){P} 


n=—co 


{Ut PU}q := Ulql{P} 


{P}S1{Q} {Q}S2{R} 
{P}S1; S2{R} 


对 于 任意 的 m 都 有 { Pm}Sm{Q} 
{= Mh Pram | if (Om - M[q] = m — Sm) fi{Q} 


m 


{Q}S {mj PM) + Mt} PM} 





{M} PMo + M} PM} while MIg] = 1 do S od{P} 


PCP’ {P}S{Q'} Q'CQ 
{P}S{Q} 








图 4.2 ”部 分 正确 性 的 证 明 系 统 qPD 


4.2.5 节 中 会 用 证 明 系 统 gPD 和 下 一 小 节 介绍 的 整体 正确 性 的 证 明 系 统 qTD 来 证 明 
Grover 算法 的 正确 性 。 主 要 对 量子 Floyd-Hoare 逻辑 应 用 感 兴趣 的 读者 可 以 先 学 习 下 一 小 
节 中 介绍 的 系统 gTD 的 规则 (R-LT), 然后 直接 转 到 4.2.5 节 。 如 果 读 者 有 兴趣 ， 可 以 在 阅 
读 完 4.2.5 节 之 后 再 回 到 这 里 继续 阅读 。 

众所周知 , 对 于 任意 的 逻辑 系统 最 值得 研究 的 问题 是 它 的 完备 性 与 可 靠 性 。 本 节 我 们 将 
继续 研究 证 明 系 统 qTD 的 完备 性 与 可 靠 性 。 如 果 正 确 性 公式 {P}S{Q} 可 以 通过 对 图 4.2 中 
介绍 的 公理 和 推理 规则 进行 有 限 次 应 用 而 推理 得 到 , 那么 我 们 称 它 为 在 qPD 上 可 证 明 , 并 
WA: 

Fapp {P}S{Q} 
我 们 首先 证 明 qPD 在 部 分 正确 性 的 语义 方面 的 可 靠 性 : 
。 如 果 证 明 系 统 qPD 中 的 正确 性 公式 是 可 证 明 的 ， 那么 从 部 分 正确 性 上 而 言 该 公式 
为 真 。 
在 证 明之 前 , 我 们 先 介 绍 一 个 辅助 性 的 概念 : 对 于 i = 0,1, 量子 操作 GE 是 这 样 定义 的 : 


(p) = MipM} 


其 中 pe 9(360)。 我 们 在 证 明 命题 3.3.2 时 已 经 使 用 了 这 个 概念 。 这 一 概念 还 将 会 在 本 小 
节 、 下 一 小 节 及 第 5 章 中 广泛 使 用 。 
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定理 4.2.1 (可 靠 性 ) 证 明 系统 qdPD 对 于 量子 while 程序 的 部 分 正确 性 是 可 靠 的 ; 即 
对 于 任意 的 量子 while 程序 S 和 量子 谓词 P,Q e P(Hun), RNA: 
FaPD {P}S{Q} 表明 : E par {P}S{Q} 123 
2 
证 明 : 我 们 只 需要 证 明 qPD 的 公理 对 于 部 分 正确 性 而 言 是 有 效 的 且 qPD 的 推理 规则 |124 
保有 部 分 正确 性 。 
。 (As-Sk) 显然 Epar {P}skip{P}. 
e (Ax-In) 我 们 只 对 type(q) = integer 的 情况 进行 证 明 , type(g) = Boolean 的 情况 与 
之 类 似 。 对 于 任意 的 pe 28(382m)， 从 命题 3.3.1(2) 可 以 得 出 : 


tr ( es molPokol | = $ tr(ln)a(O|PlO)a(nlp) 


n=— 00 n=—00 
oo 


= 5 tr(PlO)a(nlpln)a(o)) 


n=—co 


=tr (> = toe) 


n=—oco 


=tr(Pla := |0)](p)) 
因此 我 们 有 : 
hm | > molPoholj a= \0){P} 


。 (Ax-UT) 很 容易 发 现 : 
Ber {U'PU}q a Uja {P} 


o (R-SC) 如 果 Hpar{P}S1{Q} 和 Hpar{Q}SAR} 都 成 立 , 那么 对 于 任意 的 pe D(A) 
BATA: 


tr(Pp) < tr(2[S:](6)) + ltr(p) — tr(LS11(p))] 
< tr(R[S2]((S1]())) + [tr({S1](0)) — tr([S2] (LS1](p)))] 
+ [ltr(p) — tr(LS11(p))] 
= tr(R[S1; S2](o)) + [tr(p) — tr([S1; $2](p))] 


因此 ， Hox {P}S1; S2{R} 符合 预期 。 
。(R-IF) 假设 对 于 所 有 可 能 的 测量 结果 m 都 有 Fear{Pn}5Sn{Q@}。 那 么 对 于 所 有 的 
p E D(H) 因为 


XO M}, Mm = I 125 


所 以 它 满足 : 


126 
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tr (= Mh PaMnp) =X tr(M}, Pn Mmp) 
= = pee MnpM}) 
< E {tr(2LSm]( MmpM},)) + [tr(MmpM},) — tr([Sm](MmpMi, ))]} 


a2 el 2[Sm](MmpM},)) )+ [D ramom -A [Sm] (MmpM;, » 


Str (2X16 (MmpMi, 小 | (Zou ) — tr (Sots MmpM},) )] 
= tr(Q[ if --- fi 1(p)) + [tr(p) — tr([if --- fA](p))] 


par B Mb Pal | if ... fi{Q} 


其 中 证 .… fi 是 语句 if(Om- Mi] = mm > 5m)fi 的 缩写 。 
e (R-LP) 假设 : 


par {2}S {MjPMo J Mi 2M,} 


那么 对 于 所 有 pe D(H) 都 满足 


tr( 2p) < tr((MjPMo + MÌ 2Mi)[5](p)) + [tr(p) — tr([5](¢))] (4.11) 


此 外 , 我 们 有 : 


3 


tr [(MiPMo + M} 2M) P| < tr (P (4 o ([5] 0 &)*) (p)) 
k=0 


+ tr(2(4 o ([S] o 41)")(p)) (4.12) 


+ 5 [te(6 o (LS] 0 4)*(p)) — te (S1 0 &)***(p))] 
k=0 


对 于 所 有 的 n > 1 都 成 立 。 实 际 上 可 以 通过 对 n 使 用 归纳 法 来 对 式 (4.12) 进行 证 
明 。n = 1 的 情况 显然 成 立 。 通 过 式 (4.11), 我 们 可 以 得 到 : 


tr(2(& o ([S] © 61)")(p)) < tr((MIPMo + MI 2M1)([S] o &)"+*(p)) 
+ [tr((@ © ([S] 0 &)")(p)) — tr(([S] © &)"*(p))] 
=tr(P(& 0 ([S] 0 &)"*")(p)) + tr(Q(&i o ([S] o &)"**)(p)) 
+ [tr((G 0 ([S] 0 &)")(p)) — tr(([S] © 1)"*(p))] (4.13) 
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结合 式 (4.12) 和 (4.13), 我 们 可 以 断言 : 


n+1 


tr | (Mj PMo + MI QM ) ee ee (é © ([S]  &1)*) (p)) 
+ tr (Q (Go (ES] 061)"*¥) (p)) 


+Y [tr (6 0 IS]. 8)*(p)) — te ((ES] 0 @1)*+1(p))] 


> 
ll 
= 


因此 , 如 果 式 (4.12) 在 ”的 情况 下 成 立 , 那么 它 在 n 十 1 的 情况 下 也 一 定 成 立 。 至 此 
我 们 完成 了 式 (4.12) 的 证 明 。 
现在 我 们 注意 到 : 


tr (Go ([S] o&)*(p)) = tr (Mi ([S] 0 &) *(pMt) 


( 
sf 
(( 


[S] o &)*(p)M. im) 
[ 


tr (([S] o&)* i M}Mo) ) 


= tr (([S] © 1)*(p)) — tr ((6 0 ([S] © &1)*)(0)) 


那么 
Ses ato) inva (p))] = Se ((ES] ° &1)"(e)) 
-5 tr (& 0 ([S] 0 &)*(p)) -Fu ([S] © 61)***(p)) (4.14) 
= tr(p) — tr(([S] 0 6)” D-5 & o ([S] 0 &)*(p)) 


另 一 方面 我 们 可 以 得 到 : 


tr(2(@ o ([S] © &1)")(p)) = tr( 2M: ([S] © &1)"(p) MJ) 
< tr(Mi ([S] © 6&1)” (p)MÌ) 
= tr(([S] 0 6)” (P)M} Mi) (4.15) 
= tr(([S] 0 &)"()(I — MÌ Mo)) 


= tr(([S] o &)"(p)) — tr((4o 0 (IS] © 41)")(¢)) 


将 式 (4.14) 和 (4.15) 代入 式 (4.12), 可 以 得 到 : 
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tr [ad PM) + MÌ 2M1)p] < Y tr (P(& 0 ([S] © &)*)(p)) 
k=0 


n 


tr(p) — > tr((6 o ([S] © ago 


k=0 


十 





=tr G (&0( ([S] o &)* )(p ) 
k=0 
tr(p) — tr (Sa o ([S] 。 anti) 


k=0 


十 





S n 一 oo0。 此 时 有 如 下 结论 : 
tr [Qt PMo Mİ QMi)p| < tr(P[while](p)) + [tr(p) — tr([while](p))] 


且 
Hpar {MIPMo + Mi 2Mi} while {P} 


其 中 while 是 量子 循环 while Mig] = 1 do S 的 缩写 。 

e (R-Or) 这 个 规则 的 正确 性 可 以 从 引 理 4.1.2 和 定义 4.2.2 中 直接 得 到 。 口 

现在 我 们 准备 建立 证 明 系 统 qPD 在 部 分 正确 性 语义 方面 的 完备 性 : 

。 从 部 分 正确 性 而 言 量子 程序 为 真意 味 着 它 在 证 明 系 统 qPD 上 满足 可 证 明 性 。 
注意 到 规则 (R-Or) 中 的 量子 谓词 之 间 的 Lowner 序 断 言 是 关于 复数 的 语句 。 所 以 只 有 将 qPD 
的 完整 性 与 复数 领域 的 理论 联系 起 来 才能 得 到 令 我 们 满意 的 结果 ; 更 确切 地 说 , 我 们 需要 将 
所 有 在 复数 领域 中 为 真 的 语句 添加 到 qPD 中 才能 使 gPD 完整 。 下 面 这 个 定理 应 当 从 这 样 
相对 完备 性 的 角度 进行 理解 。 

定理 4.2.2 (完备 性 ) ”对 于 量子 while 程序 的 部 分 正确 性 而 言 , 证明 系统 qPD 具有 
完备 性 ; 即 对 于 任意 的 量子 while 程序 9 和 量子 谓词 P,Q E P(Hin), RMA: 


Hpar {P}S{Q} 意味 着 Harn {P}S{Q} 
证 明 : WR Faar {P}S{Q}, 那么 通过 定义 4.2.3(2) RITA PC wlp.5.8。 因 此 , 通过 规 
128| 则 (R-Or) 可 以 证 明 : 

e 声明 : 

FapD {wlp.S.Q}S{Q} 

我 们 可 以 通过 对 S 的 结构 使 用 归纳 法 来 证 明 这 个 声明 。 

。 情况 1。5 = skip。 可 以 从 公理 (Ax-Sk) 得 到 。 
。 情况 2。5 = gq := 0。 可 以 从 公理 (Ax-In) 得 到 。 
。 情 况 3。5 =5:=U 辕 。 可 以 从 公理 (Ax-UT) 得 到 。 
。 情 况 4。5 = S1; S2。 通 过 51 和 52 的 归纳 假设 我 们 可 以 得 出 : 


FaPD {wlp.S1 .(wlp.S2.Q)}S1 {wlp.S2.Q} 
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A 
FuPD {wlp.S2.Q}S2{Q} 
通过 规则 (R-SC) 我 们 可 以 得 出 : 
Fapp {wlp.S1.(wlp.S2.Q)}51; S2{Q} 
此 时 通过 命题 4.2.3(4), 我 们 发 现 
Fapp {wlp. S1; S2.Q}S1; S2{Q} 


。 情况 5. S=if(Om- Mig] = m > Sm)fi。 对 于 所 有 的 m, 通过 Sm 的 递归 假设 我 们 可 
以 得 到 : 
FaPD {wlp.Sm-Q}Sm{Q} 


使 用 规则 (R-IF), 我 们 可 以 得 到 : 
Fapp 3 Mh (vipSn.@)Mtn| if(Om - M{q] = m > Sm)fi{Q} 


再 使 用 命题 4.2.3(5), 我 们 可 以 得 到 : 
Fapp {wlp.if(Om.: M[q] = m > Sm)fi.Q}if(Om - Mfg] = m > Sm)fi{Q} 
e 情况 6. S = while Mig] = 1 do S' od. 为 了 简便 , 我 们 将 量子 循环 while M 回 = 
1 do S’ od 记 做 while. 通过 S 的 递归 假设 , 我们 可 以 断言 : 
app {wlp.S.(wlp.while.P)}5{wlp.while.P} 
通过 命题 4.2.4(2), RANA: 
wlp.while.P = Mi P Mo + MÌ (wlp.S.(wlp.while.P))M, 
然后 通过 规则 (R-LP), 我 们 可 以 得 到 : 
Fapp {wlp.while.P}while{ P} 


满足 预期 要 求 。 口 
4.2.4 整体 正确 性 的 证 明 系 统 


在 上 一 小 节 中 我 们 对 量子 while 程序 的 部 分 正确 性 的 证 明 系 统 qPD 进行 了 研究 。 在 这 
个 小 节 中 , 我 们 将 进一步 研究 量子 while 程序 的 整体 正确 性 的 证 明 系统 qdTD。qTD 和 qPD 
之 间 的 唯一 区 别 在 于 量子 while 循环 的 推理 规则 不 同 。 在 系统 qPD P, 我 们 并 不 需要 考虑 
量子 循环 的 终止 。 但 是 在 系统 qTD 中 具有 可 以 推断 量子 循环 终止 的 规则 是 至 关 重 要 的 。 为 
了 给 出 量子 循环 的 整体 正确 性 的 规则 , 我 们 首先 需要 对 有 界 函 数 的 概念 进行 介绍 。 它 表示 在 
计算 过 程 中 量子 循环 的 迭代 次 数 。 
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定义 4.2.4 APE P(HAn) 是 一 个 量子 谓词 ， 且 e> 0 是 一 个 实数 。 函数 
ts D(H) 一 N( 非 负 整数 ) 


如 果 满 足 如 下 两 个 条 件 , 我 们 就 称 它 为 量子 循环 while Mig] = 1 do Sod 的 (Pe)- 有 
Ie hs Bho 
(1) t ([S] (MipM})) < t(p) 


(2) tr(Pp) >e 表 明 对 于 所 有 的 PE D(A), 都 有 
t (191 (MipM})) < t(p) 


有 界 函 数 在 编程 理论 的 相关 文献 中 也 被 称 为 排名 函数 。 循 环 中 使 用 有 界 函数 的 目的 是 
保证 循环 终止 。 基本 的 思路 是 : 因为 有 界 函数 的 值 总 是 非 负 的 且 它 的 取 值 会 随 循环 次 数 的 递 
增 而 减 小 ， 因 此 循环 在 进行 一 定 次 数 的 迭代 之 后 会 终止 。 经 典 循环 while B do S od 的 有 
界 函数 t 对 于 任意 的 输入 状态 s 都 满足 如 下 不 等 式 : 


t([S](s)) < t(s) 


将 这 个 不 等 式 和 前 面 定义 的 条 件 (1) 和 (2) 进行 比较 会 很 有 趣 。 我 们 发 现 条 件 (1) 和 条 件 (2) 
是 


(51 (aroi) 


和 tlo) 之 间 的 不 等 式 , 而 非 t([S](p)) 和 t(p) 之 间 的 。 之 所 以 出 现 这 种 情况 是 因为 在 实现 量 
子 循环 while M 团 = 1 do Sod 的 过 程 中 ， 当 对 循环 卫 式 Mal = 1 进行 检查 时 , 我 们 需 
要 在 p 上 执行 yes-no 测量 M, 一 旦 得 到 的 测量 结果 为 yes, 那么 量子 变量 的 状态 会 从 p 变 
为 MipMi。 

接 下 来 的 引 理 从 循环 的 迭代 次 数 达到 无 限 次 时 量子 变量 状态 的 极限 的 角度 给 出 了 量子 
循环 的 界限 函数 的 存在 表征 。 它 在 证 明 qTD 的 完备 性 和 可 靠 性 的 过 程 中 非常 重要 。 

引 理 4.2.1 4 Pe PA(Hn) 是 一 个 量子 谓词 ， 那 么 接 下 来 的 两 条 语句 是 等 价 的 : 

(1) 对 于 任意 的 e > 0, while 循环 while Miq] = 1do S od 的 (Pe)- 有 界 函 数 t。 都 存 
在 。 

(2) 对 于 所 有 的 pe D( Han) 都 有 limno tr (P([S] o &)"(p)) = 0。 

证 明 : (1) > (2)。 我 们 使 用 反 证 法 来 证 明 。 如 果 


Jim, tr (P([S] ° &)"(p)) #0 
那么 存在 eo > 0 和 一 个 非 负 整 数 的 严格 递增 序列 {n} 满足 


tr (P([S] ° &1)"*(p)) > eo 
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对 于 所 有 的 > 0 都 成 立 。 因 此 我 们 可 以 得 到 一 个 循环 while Mg] = 1 do S od 的 
(P, 6) BRR. 对 于 任意 的 k > 0, 我 们 取 
pr = ([S] ° &)”™ (p) 


此 时 它 满足 tr(P,,) > eo, 且 通 过 定义 4.2.4 中 的 条 件 (1) 和 (2), 我 们 可 以 得 到 : 


ten (bk) > teo (LSIM pr Mi)) 

co ((LS] © 41) (px) 

((ES] o 61) = (px) 
= teo (Pk+1) 


因此 , 我 们 可 以 得 到 集合 N 中 的 一 个 无 穷 降 链 {t., (pn) fo KG N 是 一 个 良 基 集 相 矛 盾 。 
(2) > (1)。 对 于 任意 的 pe P(Z4n), WR 


= ten (( 
teo (( 


0 
<0 


W 


jim tr (P([S] ° &1)"(p)) = 0 
那么 对 于 任意 的 e > 0, 都 存在 N e N 满足 对 于 所 有 的 n>NN 都 有 
tr (P([S] o &1)"(p)) < € 
成 立 。 我 们 定义 : 
te(p) = min {N EN: tr(P([S]o&)"(p)) <e, FRAK n> N 都 成 立 } 


现在 我 们 可 以 证 明 te 是 循环 “while Mig] = 1 do Sod” 的 (Pe- 有 界 函 数 。 最 后 我 们 思 
考 如 下 两 种 情况 : 
。 情况 1. tr(Pp) > e。 假设 te(p) = N, 那么 tr(Pp) > e 意味 着 N > 1。 通 过 te 的 定义 ， 
我 们 断言 : 对 于 所 有 的 m > N 都 有 


tr (P([S] 0 61)"(p)) < € 
成 立 。 因 此 , FRAK n> N-1>0, 
tr (P([S] 061)" (191 (MipMi))) = tr (PUSI 0 1)"*"(p)) < € 
因此 我 们 有 : 
te ([sl (MipM)) <N-1<N=t,(p) 


。 情况 2。tr(Pp) < co 同样 , 假设 te(p) = No 现在 我 们 有 如 下 的 两 个 子 情况 : 
。 子 情况 2.1。N = 0。 那 么 对 于 所 有 的 n > 0， 都 满足 


tr (P([S] o 41)"(p)) < € 
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此 外 , 我 们 很 容易 就 能 得 到 
te (sl (MipMt)) =0=t.(p) 
。 子 情况 2.2. N <1. 我 们 可 以 按照 情况 1 的 方法 推导 出 
te(p) > te (151 (MpMi)) O 


现在 我 们 将 对 量子 while 程序 的 整体 正确 性 的 证 明 系 统 qTD 进行 介绍 。 前 面 已 经 提 
到 ,系统 qTD 与 证 明 系 统 gqPD 仅仅 在 循环 的 推导 规则 上 有 所 不 同 。 更 确切 地 说 , 证 明 系统 
qTD 由 图 4.2 中 的 公理 (Ax-Sk)、(Ax-In) 和 (Ax-UT), 推导 规则 (R-SC)、(R-IF) 和 (R-Or), 
132| 以 及 图 4.3 中 的 推导 规则 (R-LT) 组 成 。 


{QjSs{MiPMo + MiPMi1} 


对 于 任意 的 e > 0, 都 有 te 是 循环 whileM[ 团 =1do S od 的 
(Mİ PMa,e)- 有 界 函数 








{Mi PMo+MIPMI}while M 回 =1 do S od{P} 


图 4.3 整体 正确 性 的 证 明 系 统 aqTD 


规则 (R-LT) 可 以 用 于 证 明 Grover 算法 的 正确 性 , 这 在 4.2.5 节 中 会 有 介绍 。 
接 下 来 我 们 将 建立 证 明 系 统 qTD 的 完备 性 和 可 靠 性 : 
。 证明 系 统 qTD 中 的 正确 性 公式 的 可 证 明 性 与 其 整体 正确 性 的 真 值 相同 。 
当 正 确 性 公式 {P}S{Q} 可 以 通过 有 限 次 使 用 qTD 中 的 公理 和 推导 规则 得 出 时 , 我 们 记 : 


Farn {P}S{Q} 


定理 4.2.3 (可 人 靠 性 ) ”对 于 量子 while 程序 的 整体 正确 性 而 言 ， 证 明 系 统 GID 是 可 
靠 的 ; 即 对 于 任意 的 量子 程序 S 和 量子 谓词 PQ e P(Han), RAWA: 


FqTD {P}S{2} 意味 着 Ftot {P}S{Q} 


证 明 : 我 们 可 以 证 明 从 整体 正确 性 的 角度 而 言 qTD 的 公理 是 有 效 的 , A qTD 的 推理 
规则 保有 整体 正确 性 。 

(Ax-Sk), (Ax-In) 和 (Ax-UT) 的 可 靠 性 的 证 明 过 程 与 部 分 正确 性 的 情况 类 似 。 其余 推理 
规则 的 证 明 如 下 : 


。(R-SC) 假设 Fioe {P}51{Q} E Hirot {Q}S2{R}。 那 么 对 于 任意 的 pe 9(26n), 通过 
命题 3.3.1(4) 我 们 可 以 得 到 : 
tr(Pp) < tr(Q[S2](p)) 
< tr(R[S2]([S1]())) 
= tr(P[S1; S2](p)) 
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因此 , 鼎 tot {P}S1; S2{R}- 
。(R-IF) 假设 对 于 所 有 可 能 的 测量 结果 m 都 满足 Hot {Pm}Sm{Q@}, 那么 对 于 任意 的 
p E D(H) RA 133 


tr (PmMmpM},) < tr (Q[Sm] (MmeM},)) 


因此 , 我 们 有 : 


tr (= ho =X tr (PmMmpM},) 
m 


m 


<y tr (QISm] (MmpM},)) 


=tr l $ [Sal (Mn) 


= tr(Qfif(Gm - MG = m > Sin)fi](p)) 


Htot [z MPMan if(Om - M[q] = m > Sm)fi{Q} 


。(R-LT) 我 们 假设 
For {Q}S {MjPMo + MiQM} 
那么 对 于 任意 的 pe F(9.1), RIK: 
tr(Qp) < tr ((M}PMo + MiQMn)[sl(o)) (4.16) 
我 们 首先 通过 对 n 使 用 归纳 法 来 证 明 如 下 不 等 式 : 


tr (mi PM) + Mt QM, ) o] 


n : (4.17) 
< Dtr (P [6 0 ES] © 61)" (0)) + tr (Q I6 © (EST © 64)" (0) 
k=0 
实际 上 它 满足 
tr [ (ms PMo + M{QM:) P| = tr (PMopMi ) + tr (QMipM}) 
= tr(P4(p)) + tr(Q&i(p)) 134 


所 以 在 n = 0 的 情况 下 式 (4.17) 是 成 立 的 。 假设 式 (4.17) Æ n =m 的 情况 下 也 同样 
成 立 。 那么 通过 式 (4.16), 我 们 可 以 得 出 : 
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tr [(MJPMo + MIQM: ) p] = tr(PSo(p)) + tr (QMipM}) 


< Sot (PIG 0 ([S] 0 &)|(p)) + tr (Q [6 0 (ES] 0 §1)™] (0) 
k= 


+ tr ((MiPMo + MİQM1) [5] (I£:  ([S] ° 61)™] (p))) 
= So te (PI 0 (IS] o AJF (O) + tr (PMalS] ((6 o ([5] © 6)" (p)) 2 ) 


+ tr (QMi[S] (6 © (ES] o @1)™] (p)) MÌ) 
m+1 


= 2 tr (PI © ([5] 0 4)]*(o)) + tr (Q [6 o (ES1  &:)"*"] (0)) 
k=0 


因此 式 (4.17) Æ n=m+1 的 情况 下 依然 成 立 。 至 此 式 (4.17) 得 证 。 
因为 对 于 任意 的 e > 0, 量子 循环 while M[g] = 1 do S od 都 存在 (MiQMi,e)- 
有 界 函 数 , 那么 通过 引 理 4.2.1, 我 们 可 以 得 到 : 


,lim tr(Q[& o ([S] © @)"](p)) = lim tr(QMi([S] 0 &)"(o) M7) 
= lim tr(M]QM,([S] © £1)” (p)) 


=0 


tr [Qi PM + Mj 2M,)p| < lim > tr(P[é o ([5] © 61)" (0) 
k=0 
+ lim tr(Q[& 0 ([S] o &1)"](¢)) 


=u léo © ([S] o &)]”"(p)) 


=tr (eš > [0 ([S]° ay) 


n=0 


= tr (P[while M 回 = 1 do S od](p)) = 


定理 4.2.4 (完备 性 ) ”对 于 量子 while 程序 的 整体 正确 性 而 言 ， 证 明 系统 qTD 具有 
完备 性 ; 即 对 于 任意 的 量子 程序 S 和 量子 谓词 PQ Ee 多 (和 11), RNA: 
tot {P}S{Q} 意味 着 Farp {P}S{Q} 


证 明 : 与 部 分 正确 性 的 情况 类 似 , 我 们 可 以 对 如 下 内 容 进 行 证 明 : 
声明 : 因为 根据 定义 4.2.3(1), 我 们 可 以 得 出 当 Hot {P}S{Q} 时 有 PC wp.S.Q 成 立 ， 
所 以 
Farn {wp.S.Q}S{Q} 
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对 于 任意 的 量子 程序 $ 和 量子 谓词 P e P( On) 都 成 立 。 我 们 可 以 通过 对 S 的 结构 使 
用 归纳 法 来 证 明 该 声明 。 我们 只 对 S= while Mig] = 1 do S od 的 情况 进行 研究 。 其 他 
情况 的 证 明 与 定理 4.2.2 的 证 明 类 似 。 
我 们 将 量子 循环 while Mig] = 1 do S’ od 记 为 while。 根据 命题 4.2.4(1), 我 们 可 以 
得 到 : 
wp.while.Q = MiQMo + Mi(wp.S'.(wp.while.Q)) Mi 


所 以 我 们 的 目标 是 推导 出 : 

bui {mj QM) + MÌ (wp.S’.(wp.while.Q))M, } while{Q} 
通过 5’ 的 归纳 假设 , 我 们 可 以 得 到 : 

Farp {wp.S’.(wp.while.Q)} 5’ {wp.while.Q} 

此 时 结合 规则 (R-LT) 可 以 证 明 对 于 任意 的 。> 0， 量 子 循环 while 都 存在 (Mi (wp.S’. 
(wp.while.Q))Mi,e)- 有 界 函 数 。 应 用 引 理 4.2.1, 我 们 只 需要 证 明 : 

lim tr (Mi (wp.S'.(wp.while.Q)) Mi([S'] o £1)"(p)) =0 (4.18) 
公式 (4.18) 的 证 明 通 过 如 下 两 个 步骤 来 完成 。 首先 通过 命题 4.2.2(4) 和 命题 3.3.1(4), 我 们 发 
现 : 

tr (Mi (wp.3'.(wp.while.Q) ))My({S']}o& "(0)) 
- = tr (wp.5" (wp.while.Q)M, ([S'] o 6&1)” (P)M} ) 


i 
tr (wp. while.Q[S’] 1 (Mi( [S] 0&1)” )M})) a 
= tr (wp.while.Q([S’] o ET (p )) 

=tr (Qfwhile]( [S’] 0 &)"**(p)) 


= 5 tr(Q [6 o([S]o@)] (0)) 


k=n+1 


l | 


接 下 来 我 们 对 如 下 非 负 实数 的 无 穷 级 数 进行 研究 : 


n=0 


>, tr (Q [& 0 ([S'] 0 &)*] (p)) = tr (2 >. [ © ([S’] o &)¥] o) (4.20) 
AA QC Ix 所 以 通过 命题 3.3.14) 和 命题 3.3.4, 我 们 可 以 得 出 


tr l Y [6 0 (1S1 0 4)*] w) = tr(Q[while](p)) 


< tr([while](p)) 
< tr(p) <1 
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因此 式 (4.20) 中 给 出 的 无 穷 级 数 是 收敛 的 。 注 意 式 (4.19) 是 无 穷 级 数 (4.20) 中 第 n 项 之 后 
的 其 余 各 项 之 和 。 那 么 式 (4.20) 中 的 无 穷 级 数 的 收敛 性 意味 着 式 (4.18) 成 立 。 至 此 该 证 明 
完成 。 口 

需要 指出 正如 定理 4.2.2 所 述 , 因为 除了 在 qTD 中 使 用 的 规则 (R-Or) Sb, 规则 (R-LT) 
中 存在 的 有 界 函数 也 是 关于 复数 的 语句 ， 所 以 前 面 的 定理 只 是 关于 复数 领域 理论 的 证 明 系 
统 gTD 的 相对 完备 性 。 


4.2.5 ”例子 : 推理 Grover 算法 


我 们 在 前 面 两 个 小 节 中 设计 了 量子 while 程序 的 部 分 正确 性 证 明 系 统 PD 和 整体 正确 
性 证 明 系统 drD, 并 规定 了 它们 的 (相对 ) 完备 性 和 可 靠 性 。 本 小 节 的 目的 是 说 明 如 何 将 证 
明 系 统 qPD 和 qTD 实际 应 用 于 验证 量子 程序 的 正确 性 。 我 们 将 以 Grover 搜索 算法 作为 例 
子 进行 介绍 。 

回忆 2.3.3 节 和 3.5 节 , 我 们 可 以 将 搜索 问题 按照 如 下 方式 进行 描述 。 搜 索 空 间 由 N = 2" 
个 元 素 构成 ， 这 些 元 素 的 下 标 分 别 为 0,1,.… , N _ 1。 假 设 这 个 搜索 问题 有 个 解 且 满足 
1 < L< 今 ,并 且 我 人 有 一 个 可 以 识别 该 搜索 问题 的 解 的 黑 盒 。 每 个 元 素 ze {0,1,… N-1} 
都 用 二 进 制 表示 法 来 表示 z e {0,1}"。 在 量子 while 语句 中 , 可 以 将 解决 这 类 问题 的 Grover 
算法 写成 如 图 4.4 所 示 的 程序 Grover, 其 中 : 


1. qo := |0); q1 := |0); -+> ; qn—1 := |0) 

2. q := |0) 

3. r := |0) 

4. q := X [q] 

5. qo := Hlgo]; qi := Hlqi];*…: ;qn_1 := H[qn-1] 
6. q := Hlq] 

7. while M[r] = 1 do D od 


8. if (Or - M'[q0, q1, +: ,qn-1] = £ — skip) fi 





图 4.4 量子 搜索 程序 Grover 


© go0,q1,… ,qn_1,d 是 类 型 为 Boolean 的 量子 变量 , r 是 类 型 为 integer 的 量子 变量 。 
eX 是 NOT 门 , H Æ Hadamard JJ. 
e M = {Mo, Mi} 是 一 个 满足 

Mo= 9 lll, M-1= >》 4] 


l>k l<k 
的 量子 测量 , 且 是 属于 区 间 |Z — 1, ) 的 正 整数 , 其 中 o 由 如 下 等 式 决定 : 


0 N-L I 
-= — <@< — 
COS 5 5 (0<@<>) 
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eM 是 在 n 个 量子 比特 构成 的 可 计算 基 矢 上 进行 的 测量 ,， 即 
M'={M:we1{0,1}"} 


其 中 对 于 任意 的 z WEM, = |z)(z|。 
oD 是 图 4.5 中 给 出 的 子 程序 。 


1. go,91…… ,qn—1;,q := O[ao,9q1…… ,qn—1,g] 


2. go := H[q0]; qi := Hlqi];:…: ;9qn-1 := Alan-1] 


3. G0, 91;°** ,qn—1 := Phlgo, gq1,*** ,qn—1] 
4. go := Hl[go];qi := Hlqi];*… ;gn-1 := Hlgn—i] 
5.7: 二 7 二 1 





4.5 ”循环 体 D 
在 图 4.5 中 , O 是 通过 由 n+1 个 量子 比特 上 进行 的 么 正 操作 来 表示 的 : 
|z)la) 2 lz)la © f(z)) 


对 于 所 有 的 ze {0,1}",q € {0,1} 都 成 立 , 其 中 f : {0,1}" 一 {0,1} 是 由 解 的 特征 函数 


Jha Z 是 解 
-| 人 


所 定义 的 。 逻辑 门 Ph 是 一 类 条 件 相 移 : 

10) 一 |0), |z) 一 一 |z)， 对 于 所 有 的 z 40 都 成 立 
即 Ph = 2|0)(0| — I. 
Grover 搜索 的 正确 性 公式 


2.3.3 节 已 经 证 明 Grover 算法 的 成 功 概 率 为 
2k+ t0) > N-L 





Pr(success) = sin? ( 5 


/L 
arccos 4/ N 


0 
的 整数 , Bk EK [Z - 1,7) 内 的 整数 , 因为 /< 5, 所 以 成 功 的 概率 至 少 是 一 半 。 特 


别 地 , ME LEN, 那么 成 功 的 概率 会 非常 高 。 通过 上 一 小 节 介 绍 的 内 容 ， 上 述 结论 可 以 通 
过 程序 Grover 的 整体 正确 性 来 描述 : 


其 中 大 是 最 接近 实数 


Etot {Psuccl }Grover{ P} 
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其 中 前 置 条 件 是 成 功 概率 psuce 全 Pr(success) 和 单位 算 子 


n—-1 


l=) h, 81,04 
i=0 


的 乘积 ， 后 置 条 件 的 定义 为 


P= ( So aata) @1,@I, 


t solution 


Ipli = 01 ,n—1) 和 五 是 空间 AHR Boolean) 中 的 单位 算 子 , I 是 空间 AH 
类 型 为 integer) 中 的 单位 算 子 且 了 = go,gqi,:… ,gn_i1。 
为 了 避免 太 复杂 的 计算 , 此 处 我 们 只 对 一 类 特殊 情况 进行 分 析 : L=1 k= 总 -了 是 
区 间 5 aw: = 的 中 点 。 在 这 种 情况 下 , 存在 唯一 的 解 , 记 为 s, 且 后 置 条 件 
P = |s)q(s| 9 I, @ I, 
同样 ， 我 们 有 Psucc = lo 所 以 需要 证 明 的 东西 就 很 简单 了 : 
tot {I }Grover{P} 
通过 qTD 的 可 靠 性 (定理 4.2.3) 可 得 : 
Farn {I}Grover{P} (4.21) 
我 们 可 以 通过 图 4.2 和 图 4.3 中 的 证 明 规 则 对 它 进 行 证 明 。 
循环 体 D 的 验证 


为 了 帮助 读者 理解 , 我 们 将 式 (4.21) 的 证 明 过 程 分 为 几 个 小 的 步骤 。 首 先 我 们 对 图 4.5 
中 给 出 的 循环 体 D 进行 验证 。 验证 过 程 中 需要 使 用 如 下 引 理 。 

引 理 4.2.2 ”对 于 任意 的 i 二 1,2,… ,n, 假设 5 是 一 个 量子 寄存 器 且 Ui 是 空间 HG, 
中 的 么 正 变换 。 令 U = Un UU, 其 中 对 于 每 个 i <n, Ui 实际 表示 它 在 OL, HG, 空间 中 
的 柱 面 扩 展 。 那么 对 于 任意 的 量子 谓词 P, RNA: 


Happ {UPU}; := Ui la); := 殉国; 到 := UnlOnl{P} 


证 明 : 通过 重复 使 用 公理 (Ax-UT) 即 可 完成 证 明 。 口 
通过 上 述 引 理 , 我 们 可 以 对 循环 体 D 的 正确 性 进行 声明 。 首 先 , 我 们 很 容易 发 现 


>. M/PMj=P 
te{0,g}™ 


通过 公理 (Ax-Sk) 和 规则 CR-IF) 可 以 得 出 : 


Harp {P}if(Ox - M'[qo, q1,- ,qn-_1] = £ > skip)fi{ P} (4.22) 
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我 们 设 





P’ = |s)q(s| ® |—)q(—| 8 |k) (kl 
Ii) = cos [5 + (1 — k)6] la) + sin [3 + (1 — K)o] 1s) 
对 于 所 有 的 整数 1 都 成 立 , 且 
Q = $ (latl @ |-)q(-| 8 [dr (ll) 
l<k 
那么 我 们 有 : 
MiP'Mo + MQM: = X (l)a l ® |-)q(—-| 8 Id) (Ul) 
lek 
(Gt © l4 Q U}, )(MÌP'Mo + MIQM)(G 8 Iq @ U41) 
= X (ial ® |—)q(—| 8 |l- 1) 11) 


l<k 
=Q 
其 中 G 是 图 2.2 中 定义 的 Grover 旋转 (参考 2.3.3 节 )。 因 此 从 引 理 4.2.2 中 ， 我 们 可 以 
得 到 : 
arp {Q}D{MIP' Mo + MIQMi} 
循环 while M[r] = 1 do D od” 的 可 终止 性 
证 明 Grover 算法 的 正确 性 时 , 很 重要 的 一 步 是 证 明 图 4.4 的 第 8 行 循环 具有 可 终止 性 。 
我 们 将 有 界 函 数 
t: D(H H, BM) +N 
定义 为 : 
。 如 果 pe D(H 2,8 H) 可 以 被 写 为 
p= > pit ® |l) (t 
l,t=— o0 


其 中 对 于 任意 的 -co < 1,t < co, pu 都 是 9 H 中 的 算 子 (不 一 定 是 局 部 密度 算 
F), MA: 
t(p) = k — max {max (I, t)|pit #0 H. l,t < k} 


那么 我 们 可 以 得 到 : 
[D](MipM]) = [D] (x pit 四 or 
lt<k 


= 5 [(G8 l) pu (Gt @ l4) 8 |l + 1)r(t + 1|] 
lt<k 
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且 
t ([D] (MipMi)) < t(p) 


其 中 G 是 Grover 旋转 。 所 以 对 于 任意 的 e, t 都 是 (MiQMi,ej- 有 界 函数 。 通 过 规则 
(R-LT), 我 们 可 以 断言 : 


tarp {MiP'Mo+MiQ@AMjwhile M[r] = 1 do D od{P*} (4.23) 
Grover 算法 的 正确 性 
最 后 , 我 们 可 以 在 上 述 准 备 工作 的 基础 上 对 Grover 算法 的 正确 性 进行 证 明 。 使 用 公理 
(Ax-In) 我 们 可 以 得 到 : 
m—1 n—l1 
[So 0o Qiu @ Ig ot} am = 10 E (0l® Q In @Iy er} 
4=0 i=0 i=m+1 


对 于 m = 0,1,… ,n 一 1 都 成 立 。 结合 规则 (R-SC) 可 以 得 到 : 


{1}go := |0); q1 := |0);:… ;gn-1 : = |0) {Bor (0| @ Iq ar} 


i=0 


| 加 内 (0| ® |0)a ver 
= 111 @ a (0| ® |0)q oloo} 


q := X [q]; qo := H[g0]; qı := H|]; ;dl := H[gn-1]; 
q := Hlg] {lb)q(¥| 8 |—)q(—| 8 |0)-(—} (4.24) 
其 中 
|% = J |x) 


x€{0,1}” 


FES B MAS. 注意 到 式 (4.24) 最 后 的 一 部 分 是 通过 引 理 4.2.2 和 如 下 等 式 推导 得 到 的 : 


(at) exti e1, f (rty e Ps or (H @ HX 81) 


x 1 (0| @ |0)a(ol @ 10), (01 


= 


显然 PCP. AAR, 根据 假设 k= — 一 = > 可 以 得 出 lW) = |%o)。 那 么 有 : 


|w)a(y| 8 |—)q{—| 8 10): (0| = Iwo)a(wol 8 |—)q(—| @ |0),-(0} 
E MÌP'Mo + MQM: 


我 们 通过 使 用 规则 (R-Or) 、(R-SC) 和 式 (4.22). (4.23), (4.24) 完成 了 这 个 证 明 。 
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4.3 ”量子 最 弱 前 置 条 件 的 可 交换 性 


我 们 在 本 章 前 几 节 中 建立 了 用 于 推理 量子 程序 正确 性 的 逻辑 基础 ， 包 括 量子 最 弱 前 置 
条 件 语义 和 量子 while 程序 的 Floyd-Hoare 逻辑 。 当 然 , 这 个 逻辑 基础 是 对 应 的 经 典 程序 和 
概率 性 程序 的 理论 的 量子 化 扩展 , 但 这 并 不 是 简单 的 扩展 。 实际 上 , 它 需 要 回答 一 些 在 经 典 
编程 和 概率 性 编程 领域 中 不 会 出 现 的 问题 。 本 节 就 对 量子 前 置 条 件 的 (不可) 交换 性 这 一 问 
题 进行 处 理 。 量子 系 统 和 经 典 系统 的 不 同 所 带 来 的 其 他 影响 会 在 第 6 章 、 第 7 章 和 8.5、8.6 
两 节 中 讨论 。 
以 下 观察 结果 表明 了 量子 谓词 的 (不 可 ) 交换 性 的 重要 性 : 在 描述 和 推理 量子 程序 的 复 
杂 属 性 时 会 用 到 不 止 一 个 谓词 , 但 是 : 
。 量 子 谓词 都 是 可 观测 量 。 根据 海 森 堡 不 确定 性 原则 (参考 [174] 一 书 第 89 页 ) 可 以 得 
出 , 它们 在 物理 上 能 否 同时 验证 取决 于 它们 之 间 是 否 满足 交换 律 。 
。 从 数学 上 来 说 , 只 有 两 个 量子 谓词 之 间 满 足 可 交换 性 , 它们 的 逻辑 组 合 (如 合 取 和 析 
取 ) 才 是 明确 定义 了 的 。 
我 们 将 对 4.1.1 小 节 中 定义 的 量子 最 弱 前 置 条 件 的 (不 可 ) 交换 性 问题 进行 研究 。 对 于 任意 
两 个 希 尔 伯 特 空间 #2 PRAT 4 和 B, 如 果 满足 


AB= BA 


那么 就 称 它们 具有 可 交换 性 。 所 以 困扰 我 们 的 问题 是 : 

。 给 定 一 个 量子 算 子 Ce QOH) (作为 量子 程序 的 指称 语义 )。 对 于 两 个 量子 谓词 

M,N € A(#), 什么 情况 下 wp(E)(M) 和 E(N) 满足 可 交换 性 ? 

因为 在 对 复杂 量子 程序 进行 推理 时 可 能 需要 对 量子 谓词 的 逻辑 组 合 进行 处 理 , 所 以 我 们 需要 
仔细 研究 上 述 问题 。 举例 来 说 ,如 果 我 们 想 知 道 在 量子 程序 8 执行 之 后 是 否 满足 合 取 关系 
M and N。 那 么 我 们 需要 考虑 在 程序 执行 之 前 最 弱 前 置 条 件 是 否 满足 合 取 关 系 wp(E)(M) 
and wp(6)(N)。 但 正如 前 文 所 述 ， 只 有 涉及 的 量子 谓词 满足 可 交换 性 ， 合 取 才 是 定义 明确 
的 。( 本 节 末尾 的 问题 4.3.2 会 对 相关 问题 做 进一步 讨论 。) 

现在 我 们 开始 解决 这 个 问题 。 先 看 一 个 简单 的 例子 : 

例子 4.3.1 (比特 翻转 和 相位 翻转 通道 ) ”比特 翻转 和 相位 翻转 都 是 单 量子 比特 上 的 量 
FR, 并且 它 们 被 广泛 应 用 于 量子 纠 错 理论 中 。 令 X,Y,Z 为 泡 利 答 阵 (参考 例子 2.2.2)。 

。 比特 翻 转 的 定义 为 

&(p) = EopEt + ExpE} (4.25) 


其 中 Bo = pl A E = VI- pX. 很 容易 发 现 当 MN=NM E MXN=NXM 时 
wp (£) ((M) 与 wp (8(M) (M (N(M) 具有 可 交换 性 。 

e 如 果 将 等 式 (4.25) 中 的 E 通过 V1 一 p2 (相应 的 ，V1 一 pY) MATER, MAE 
是 相位 翻转 (相应 的 ， 比 特 -相位 翻转 ) ， 当 MN = NM 且 MZN = NZM (相应 
的 ,， MYN = NYM) 时 , wp (£) (M) 5 wp(E (N) 满足 可 交换 性 。 

接 下 来 我 们 考虑 两 类 简单 的 量子 操作 : 乏 正 变换 和 投影 测量 。 
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命题 4.3.1 
(1) + €€ QO(H) 是 一 个 么 正 变 换 ， 即 


&(p) =Uput 


对 于 任意 的 p € OH) 都 成 立 ， 其 中 U 是 空间 H 中 的 么 正 算 子 。 那 么 wp(F)(M) 和 
wp(é)(N) 具有 可 交换 性 当 且 仅 当 M 与 N 具有 可 交换 性 。 
(2) + {Py} 是 空间 H 中 的 一 个 投影 测量 ,， 即 Pei Peko = Skike Pe, HY, Pk = Iæ, 其 中 


1 kı = ko 
Skike = 
0 其 他 


RE 是 由 此 测量 给 出 的 ， 且 该 测量 的 测量 结果 未 知 : 
Elp) = > PepP 
k 


对 于 任意 的 pe AH) 都 成 立 , AA wp(F)(M) 和 we(F)(N) 满足 可 交换 性 当 且 仅 当 
对 于 所 有 的 索引 上 都 有 PMP, 与 PeNP 是 可 交换 的 。 
特别 地 , 令 {| 让 } 是 空间 .和 6 的 标准 正 交 基 。 如果 8 是 由 在 基 {|i)} 上 进行 的 测量 给 出 : 


E(p) = 2 PipP, 


其 中 P= fiil 对 于 任意 的 基态 |i) PRA, 那么 对 于 任意 的 M,N € A(H) 都 有 wp(8)(M) 
5 wp(é)(N) 是 可 交换 的 。 

练习 4.3.1 证 明 命题 4.3.1。 

在 对 上 述 例 子 和 特殊 情况 进行 处 理 之 后 , 我 们 现在 对 关于 一 般 性 量子 操作 8 的 最 弱 前 
置 条 件 进 行 研 究 。 很 不 幸 的 是 我 们 只 能 给 出 wp(8)(M) 与 wp(E)(N) 满足 可 交换 性 的 充分 
条 件 (但 非 必要 条 件 )。 

按照 惯例 , 我 们 对 C 的 两 种 表现 形式 进行 研究 : Kraus 算 子 和 表示 法 和 环境 系统 模型 。 
我 们 首先 对 通过 Kraus 算 子 和 表示 法 表示 量子 操作 8 的 情况 进行 研究 。 下 面 这 个 命题 给 出 
了 在 M 和 N 是 可 交换 的 情况 下 wp(8)(M) M we N) 具有 可 交换 性 的 充分 条 件 。 

命题 4.3.2 ”假设 H 是 有 限 维 希 尔 伯 特 空间 。 令 M,N CAH) 且 它 们 具有 可 交换 
性 ， 也 就 是 说 空间 .和 存在 一 组 标准 正 交 基 {|wi)} WA: 


M =} Alb (wl, N= 2 milti) (Wil 


其 中 对 于 任意 的 i, A 和 Hi 都 是 实 常数 (参见 [174] 一 书 中 的 定理 2.2) ， 且 令 量子 操作 
E E FOH) 通过 算 子 的 集合 {E} 来 表示 ， 即 E = D Eio El。 如 果 对 于 任意 的 i,j,k,1， 
都 有 Aku = 和 Lk 或 

X (Wl Bipm) (wi E; lym) = 0 


m 


成 立 , 那么 wp(&)(M) 和 wp(E)(N) 是 可 交换 的 。 
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练习 4.3.2 ”证 明 命题 4.3.2。 

为 了 描述 量子 最 弱 前 置 条 件 可 交换 性 的 另 一 个 充分 条 件 ， 我 们 需要 对 量子 操作 和 量子 
谓词 之 间 的 可 交换 性 进行 介绍 。 

定义 4.3.1 令 量 子 操作 8 € QOH) 是 通过 算 子 的 集合 {Ei} 来 表示 的 ， 即 E= 
L Bio Bi。 且 令 量 子 谓词 M e AH). 那么 如 果 对 于 任意 的 i,M 和 Bi 都 具有 可 交换 性 ， 
我 们 就 称 M Fo € 是 可 交换 的 。 

该 定义 似乎 表明 量子 谓词 M 和 量子 程序 E 之 间 的 可 交换 性 取决 于 8 的 Kraus 表示 法 
中 对 算 子 E: 的 选择 。 因 此 可 能 有 人 会 问 因为 Kraus 算 子 B 不 是 唯一 的 ,那么 这 个 定义 是 
否 对 于 不 同 的 选择 都 是 成 立 的 呢 ? 为 了 回答 这 个 问题 , 我 们 需要 介绍 如 下 引 理 : 

引 理 4.3.1 (Kraus 算 子 和 表示 法 的 单位 自由 度 ， 参考 [174] 一 书 中 的 定理 8.2) ”假设 
{Ei} 和 {Fj} 分 别 是 表示 量子 操作 E 和 多 的 算 子 元 素 的 集合 ， 即 


€=) BoM, F=f FoF} 


将 零 算 子 添 加 到 元 素数 量 较 少 的 集合 中 , 使 得 {Ei} 和 {Fj} 两 个 集合 中 的 元 素数 量 相同 。 那 
么 8 二 多 成立 当 且 仅 当 存 在 复数 uj 满足 


B= > Ub 
j 


对 于 所 有 的 宇都 成 立 ， 且 IJ = (wij) 是 一 个 (通过 矩阵 表示 法 进行 表示 的 ) 么 正 算 子 。 

我 们 可 以 得 出 一 个 简单 的 推论 : 关于 量子 谓词 M 和 量子 操作 & 之 间 的 可 交换 性 的 定 
义 是 否 成 立 并 不 依赖 于 8 的 Kraus 算 子 和 表示 法 对 算 子 的 选择 。 

引 理 4.3.2 ”可 观测 量 和 量子 操作 之 间 的 可 交换 性 的 概念 是 定义 明确 的 。 更 确切 地 说 ， 
假设 8 可 以 通过 {Ej} 和 {Fj} 来 表示 : 


5=》 Fok =) FoF! 
i j 


那么 对 于 任意 的 i,M 和 Ei 都 具有 可 交换 性 当 且 仅 当 对 于 任意 的 j)，M 和 Fj 都 是 可 交换 
的 。 

此 外 , 如 果 可 观测 量 和 多 个 量子 操作 分 别 满 足 可 交换 性 , 那么 该 可 观测 量 与 这 些 量子 操 
作 的 组 合 也 保有 可 交换 性 。 

M 4.3.3 4M e 多 (和 0) 是 一 个 量子 谓词 ， 令 6, b < QOH) 是 两 个 量子 操作 。 
go Ri=1,2 时 M $ l 是 可 交换 的 , 那么 M fou & Fe & MRM Goh WATR. 

练习 4.3.3 ”证 明 命题 4.3.3。 

接 下 来 这 个 引 理 给 出 了 在 M 和 N 具有 可 交换 性 的 情况 下 wp(8)(M) 和 wp(E)(N) 满 
足 可 交换 性 成 立 的 另 一 个 充分 条 件 。 该 充分 条 件 是 从 量子 操作 和 量子 谓词 之 间 的 可 交换 性 
的 角度 来 进行 描述 的 。 

命题 43.4 A M,N € A(H) 是 两 个 量子 谓词 ， 且 令 E c QOH) 是 一 个 量子 操 
作 。 如 果 M fN 具有 可 交换 性 ，M 和 8@ 具有 可 交换 性 且 N 和 8 具有 可 交换 性 ， 那 么 
wp(&)(M) Fe wp(é)(N) 也 具有 可 交换 性 。 
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练习 4.3.4 证明 命 题 4.3.4。 
现在 我 们 对 量子 操作 的 环境 系统 模型 进行 研究 : 


&(p) = tre [PU (leo) (eo| ® p)U'P] (4.26) 


对 于 任意 属于 Z 的 密度 算 子 p WRL, RPE 是 状态 空间 为 Mm 的 环境 系统 ，U 是 
He B® 中 的 乏 正 算 子 , P 是 向 和 8. 的 闭 子 空间 进行 投影 的 投影 算 子 , H leo) 是 空间 
Her, 中 给 定 的 状态 。 为 此 我 们 需要 两 个 关于 线性 算 子 之 间 的 可 交换 性 的 概念 。 
定义 4.3.2 A M,NN, 4, B,C e .2(. 和 6) RA H PHRF. MA: 
(1) 当 
AMBNC = ANBMC 


成 立时 , 我 们 称 M 和 NN 满足 (A, B,CO)- 可 交换 性 。 特别 地 , 如 果 M Fo N HR (A, A, A)T 
交换 性 ,那么 我 们 简单 地 记 作 M 和 N 满足 4- 可 交换 性 。 
(2) 当 
4Bf = BAt 


成 立时 ， 我 们 称 A 和 BRRAMT RRM. 

显然 , 本 节 所 讨论 的 交换 性 为 Taxe- 可 交换 性 。 

下 面 两 个 命题 在 量子 操作 & 通过 环境 系统 模型 的 方式 来 表示 的 情况 下 , 给 出 了 几 条 使 
得 量子 最 弱 前 置 条 件 之 间 的 可 交换 性 成 立 的 充分 条 件 。 

命题 4.3.5 ” 令 量 子 操作 8 由 公式 (4.26) 给 出 ， 且 我 们 记 A= PUleo). MA: 

(1) wp(£)(M) 和 wp(E)(N) LAT RR 4 BY MOIp 和 N@TP HR (At, AAt, 4)- 
可 交换 性 。 

(2)4 (M@Ip)A $ (N@Ip)A BLHMT RRA H, wp(6)(M) 和 wp(8)(N) ATX 
换 的 。 
其 中 Ier = Im, 是 空间 Hp 中 的 单位 算 子 。 

命题 4.3.6 Rik H 是 有 限 维 希 尔 伯 特 空间 。 令 量子 操作 E 由 公式 (4.26) 给 出 , + 
M,N € P( H) 是 量子 谓词 且 它 们 之 间 满 足 可 交换 性 , 即 空间 .和 6 存在 一 组 标准 正 交 基 { |;)} 
满足 

M = >》 Ailt) (bil, N= > phpi) (pi 
其 中 对 于 任意 的 i, Aui 都 是 实数 。 如 果 对 于 任意 的 i, j, k, l, 我 们 都 有 dipj = 和 ji 或 
(eo|U' Plwiexy L (eolUt Pijer) 


成 立 , 那么 wp(&)(M) 和 wp(@)(N) 具有 可 交换 性 。 

练习 4.3.5 证明 命题 4.3.5 和 命题 4.3.6。 

显然 , 直到 现在 我 们 还 没有 完全 理解 量子 最 弱 前 置 条 件 的 (不 可 ) 交换 性 。 本 节 最 后 我 
们 将 提出 两 个 问题 ,以 供 后 续 探 索 。 
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问题 4.3.1 本 节 我 们 主要 处 理 了 在 M FN 具有 可 交换 性 这 种 特殊 情况 下 的 最 弱 前 
置 条 件 wp(E)(M) Fe wp(&)(N) 之 间 的 可 交换 性 问题 (命题 4.3.2、4.3.4 和 4.3.6)。 所 以 在 M 
和 NN 不 一 定 满足 可 交换 性 的 情况 下 ， 能 否 找到 使 得 wp(BE)(CM) 和 wp(E)(V) 满足 可 交换 性 
的 充 要 条 件 将 是 一 个 有 趣 的 问题 。 

更 一 般 性 的 问题 是 : 如 何 从 [M,N] 的 角度 描述 [wp(E)(M),wp(E)CN)]， 其 中 对 于 任意 
的 操作 X Fe Y, [X,Y] 代表 它们 的 对 易 ， 即 [X,Y] =XY 一 YX? 

问题 4.3.2 Dijkstra”! 为 经 典 程序 的 谓词 转换 语义 设计 了 多 种 健壮 性 条 件 ， 如 合 取 和 
析 取 。 这些 条 件 也 可 以 用 于 检验 概率 性 谓词 转换 器 166] 。 根 据 量 子 谓词 的 不 可 交换 性 对 量子 
谓词 转换 器 的 健壮 性 条 件 进 行 研究 将 会 是 一 个 有 趣 的 问题 。 文献 [225] 在 一 类 称 为 投影 算 子 
的 特殊 量子 谓词 的 情况 下 对 这 类 问题 进行 了 研究 。 


4.4 ”文献 注解 


4.1 节 提 到 的 Birkhoff-von Neumann 量子 逻辑 是 在 文献 [42] 中 首次 提出 的 。 经 过 超过 80 
年 的 发 展 , 它 逐 渐 成 为 逻辑 和 量子 基础 交叉 领域 中 一 门 内 容 丰 富 的 学 科 ; [62] 一 书 对 其 进行 
了 系统 阐述 。 

D'Hondt 和 Panangaden 提出 可 以 将 量子 谓词 作为 厄 米 算 子 , 并 在 文献 [70] 中 率先 提出 
量子 最 弱 前 置 条 件 这 一 概念 。 

4.2 节 基 于 文献 [221] 对 量子 程序 的 Floyd-Hoare 逻辑 进行 了 介绍 。1.1.3 节 简 要 讨论 了 
其 他 几 种 处 理 Floyd-Hoare 量子 逻辑 的 方法 。 此 外 ，Kakutanil132] 对 Hartog 的 概率 性 Hoare 
逻辑 014 进行 了 扩展 ， 并 用 它 对 通过 Selinger 语言 QPLL9 编写 的 量子 程序 进行 推理 研 
Jo Adams) 定义 了 一 种 逻辑 QPEL (Quantum Program and Effect Language) 并 从 状态 效 
果 三 角形 的 角度 对 其 范畴 语义 进行 了 定义 。 

4.3 节 基 于 文献 [224] 对 量子 最 弱 前 置 条 件 的 (不 可 ) 交换 性 进行 了 讨论 。 求解 问题 4.3.2 
的 基础 是 量子 谓词 的 格 理论 操作 〈 即 量子 效应 )，20 世纪 50 年 代 后 有 许多 数学 文献 对 其 进 
行 了 研究 ， 比 如 [110, 131]. 
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在 第 4 章 中 , 我 们 设计 了 解释 量子 程序 正确 性 的 逻辑 工具 。 本 章 转向 对 量子 程序 行为 的 
算法 分 析 , 并 着 重 于 可 终止 性 分 析 。 本 章 介绍 的 理论 结果 和 算法 在 设计 量子 编程 语言 的 编译 
器 和 量子 程序 优化 方面 很 有 用 。 

本 章 由 以 下 部 分 组 成 : 

。 在 5.1 节 中 , 我 们 对 3.1 节 中 介绍 的 while 循 环 的 量子 扩展 的 行为 进行 检验 , 包括 可 终 

止 性 和 平均 运行 时 间 。 这 一 节 又 分 为 三 个 小 节 : 5.1.1 节 对 以 么 正 算 子 作为 循环 体 的 
简单 量子 循环 进行 研究 ，5.1.2 节 进 一 步 对 使 用 一 般 性 量子 操作 作为 循环 体 的 量子 循 
环 进行 处 理 , 5.1.3 节 介 绍 了 一 个 例子 一 一 计算 在 n 元 环 上 的 量子 游 走 的 平均 时 间 。 
。 受 到 量子 while 循环 的 启发 , 我 们 将 量子 马尔 可 夫 链 作为 量子 程序 的 语义 模型 。 此 
外 , 我 们 认为 对 量子 程序 的 可 终止 性 分 析 可 以 简化 为 量子 马尔 可 夫 链 的 可 达 性 问题 。 
经 典 马 尔 可 夫 链 的 可 达 性 分 析 技 术 是 基于 解决 图 中 可 达 性 问题 的 算法 设计 的 。 同 样 ， 
希 尔 伯 特 空间 的 一 类 被 称 为 量子 图 的 图 结构 将 会 在 量子 马尔 可 夫 链 的 可 达 性 分 析 中 
扮演 重要 角色 。 所 以 5.2 节 对 量子 图 结构 进行 了 介绍 并 为 5.3 节 提 供 了 数学 基础 。 

。 在 5.3 节 中 , 我 们 研究 了 量子 马尔 可 夫 链 的 可 达 性 问题 。 此 外 , 我 们 还 为 计算 量子 马 

尔 可 夫 链 的 可 达 性 、 重 复 可 达 性 和 持续 性 概率 专门 介绍 了 几 种 〈 经 典 ) 算法 。 
。 考 虑 到 可 读 性 ，5.1~5.3 节 中 的 几 条 引 理 并 没有 提供 证 明 。 我 们 将 5.4 节 中 对 这 些 引 
理 进 行 证 明 。 

既然 我 们 的 主要 目的 是 设计 分 析 量 子 程序 的 算法 ， 那 么 在 本 章 中 默认 希 尔 伯 特 空间 都 
是 有 限 维度 的 。 虽 然 本 章 中 的 部 分 结论 在 无 限 维 希 尔 伯 特 空间 下 仍然 适用 , 但 大 多 数 结论 却 
不 行 。 在 无 限 维 希 尔 伯 特 空间 下 分 析 量 子 程序 是 一 个 极 具 挑战 性 的 问题 , 需要 全 新 的 思路 。 
这 个 问题 在 今后 的 研究 中 将 会 是 一 个 很 重要 的 课题 。 


5.1 量子 while 循环 的 终止 性 分 析 


与 经 典 编程 类 似 ， 对 量子 程序 进行 分 析 的 难点 主要 来 自 于 循环 和 递归 。 本 节 着 重 于 对 
3.1 节 中 介绍 的 while 循环 的 量子 扩展 进行 分 析 。 我 们 主要 对 量子 循环 的 可 终止 性 进行 讨论 ， 
对 其 平均 运行 时 间 只 做 简单 描述 。 

5.1.1 ”使 用 么 正 操作 作为 循环 体 的 量子 while 循环 
为 了 便于 理解 , 我 们 将 从 一 类 特殊 的 量子 while 循环 开始 介绍 : 


S = while MId = 1 dog:= Ufq] od (5.1) 
其 中 : 
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o HET A q, ,gn CAT, 且 它 的 状态 希 尔 伯 特 空间 为 H = Qia Mio 

。 循环 体 是 么 正 变换 5 := Ug HF U 是 在 空间 Z 中 的 么 正 算 子 。 

。 循环 卫 式 中 的 yes-no 测量 M = {Mo, M} 是 投影 变换 ; BY Mo = Px H Mi = Px, 

其 中 X 是 空间 oe 的 闭 子 空间 且 Xt 是 X 的 正 交 补 (参考 定义 2.1.7(2) ) 。 

3.2 节 和 3.3 节 中 介绍 的 操作 语义 和 指称 语义 对 式 (5.1) 中 的 量子 循环 S 的 执行 过 程 进 
行 了 详细 描述 。 为 了 帮助 读者 进一步 理解 循环 S 的 行为 ， 此 处 我 们 将 用 一 种 略 有 不 同 的 方 
法 来 检验 其 计算 过 程 。 对 于 任意 的 输入 状态 pe D(C), 我 们 可 以 将 循环 S 的 行为 按照 如 下 
方式 进行 描述 : 

(1) 初 始 化 阶段 : 循环 在 输入 态 p 上 执行 投影 测量 

M = {Mo = Px, Mı = Px} 


如 果 输 出 结果 为 1， ABA REAR EM EZ Ja RAS EDT EREU: 否则 程序 终止 。 
更 确切 地 说 , 我 们 有 : 
。 循环 终止 的 概率 为 





pP (p) = tr(Pxp) 
在 这 种 情况 下 , 这 一 步 的 输出 结果 为 
(1) ae PxipPx1 
” geet) 


o 循环 继续 进行 的 概率 为 
pt(p) = 1 — pP (p) = tr(Pxp) 


在 这 种 情况 下 , 测量 之 后 程序 的 状态 为 





ay PxpPx 
Pmid = 一 0 
PNT(D) 


此 外 对 pt 执行 乏 正 操作 U, 可 以 得 到 态 
Pia = UpmiaUf 


注意 下 一 步 执行 将 会 以 p? 作为 输入 状态 。 

(2) 归 纳 推理 阶段 : 假设 循环 已 经 执行 了 n 次 ,并 且 在 第 n 次 执行 之 后 没有 终止 ， 即 
pE > 0。 如 果 程 序 在 第 n 次 执行 之 后 的 状态 为 pt, 那么 第 (n+ 1) FNMA ple”. 
所 以 我 们 可 以 得 出 : 

。 终 止 的 概率 为 : 

pe weep.) 
这 一 步 的 输出 结果 为 

(y _ Prap O Pya 

a 
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。 循环 没有 终止 的 概率 为 
PX (0) = 1- pE” (p) = tr(Px pn?) 
在 这 种 情况 下 , 测量 之 后 的 状态 为 


(n+1) _ Pxpt) Px 


Pmid +1 
Per (p) 


HA ERE U 作用 于 测量 之 后 的 状态 上 , 可 以 得 到 
ge) z Up tVut 


此 时 状态 oo+2) 是 第 (n + 2) 次 执行 的 输入 状态 。 
读者 可 能 会 将 量子 循环 S 的 执行 过 程 描述 与 3.2 节 中 给 出 的 语义 进行 比较 。 基 于 这 个 
描述 , 我 们 可 以 对 终止 的 概念 进行 介绍 。 
定义 5.1.1 
(1) 如 果 对 于 有 一 些 正 整数 n 都 有 概率 PNi(p) = 0 成 立 ， 那 么 我 们 称 循环 (5.1) 在 输入 
状态 为 p 的 情况 下 会 终止。 
(2) 循 环 (5.1) 在 输入 状态 为 p 的 情况 下 不 会 终止 的 概率 为 


= tim of") 
pnt(p) = lim pyr (P) 
其 中 
n 
” 
ps (o) = Tk 
i=1 


表示 循环 在 执行 n 次 之 后 不 会 终止 的 概率 。 

(3) 当 循环 (5.1) 不 会 终止 的 概率 pNT(p) = 0 时 , 我 们 称 它 在 输入 状态 为 p 的 情况 下 几 
乎 确定 会 终止 。 

如 果 对 于 任意 的 。 > 0, 存在 一 个 足够 大 的 正 整 数 n(e) 满足 循环 在 nle) 步 内 终止 的 概 
KHE 1 一 e 大 , 那么 我 们 就 称 该 量子 循环 几乎 确定 可 以 终止 。 

上 述 定义 中 , 我 们 只 在 单一 输入 的 情况 下 对 可 终止 性 进行 了 研究 。 我 们 同样 可 以 在 所 有 
可 能 输入 的 情况 下 对 可 终止 性 进行 定义 。 

定义 5.1.2 “如果 一 个 量子 循环 在 所 有 输入 pE OH) 的 情况 下 都 是 可 终止 的 (相应 
的 ， 几 乎 确定 可 终止 ), 那么 这 个 量子 循环 是 可 终止 (相应 的 ， 几乎 确定 可 终止 ) 的 。 

在 量子 循环 的 计算 过 程 中 , 可 以 使 用 密度 算 子 作为 输入 , 并 且 每 一 步 都 会 按照 确定 的 概 
率 给 出 一 个 密度 算 子 作为 输出 。 因 此 我 们 可 以 将 每 一 步 得 到 的 密度 算 子 按照 它们 各 自 对 应 
的 概率 合并 成 一 个 整体 输出 。 注 意 有 时 循环 不 以 非 零 概率 终止 。 所 以 合并 之 后 的 输出 可 能 不 
是 一 个 密度 算 子 , 而 仅仅 是 一 个 局 部 密度 算 子 。 因 此 量子 循环 定义 了 一 个 将 密度 算 子 映射 为 
局 部 密度 算 子 的 函数 。 
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定义 5.1.3 ”由 量子 循环 (5.1) 计算 的 函数 F : OH) OH) 的 定义 为 : 对 于 任意 的 
pEYWH), 都 有 


F(p) = yp ep) ph tp) ok 
n=1 
成 立 。 
应 当 注 意 到 在 多 (p) 定义 式 中 的 量 


<n- n 
pe (py pe (py 


是 循环 从 第 一 步 到 第 n 一 1 步 都 不 会 终止 , 却 在 第 n 步 终止 的 概率 。 
对 于 任意 属于 希 尔 伯 特 空间 2 的 算 子 4 和 任意 A 的 子 空间 X, 我 们 记 : 


Ax = Px APx 


其 中 Px 是 向 X 进行 的 投影 , 即 Ay 是 4 在 X 上 的 约束 算 子 。 那么 可 以 将 量子 循环 (5.1) 
的 计算 过 程 总 结 为 : 

引 理 5.1.1 Ap 是 循环 (5.1) 的 输入 状态 , 那么 我 们 有 : 

(1) 对 于 任意 的 正 整 数 n， RA: 


PAS? (p) = (UZ pxU") 


(2) 
F(p) = PxipPxi + PxiU £ vaxok Ut Px 
n=0 

其 中 是 定义 了 循环 卫 式 中 的 投影 测量 的 子 空 间 ，U 是 循环 体 中 的 么 正 变换 。 

练习 5.1.1 证 明 引 理 5.1.1。 

下 面 这 个 练习 进一步 说 明了 通过 式 (5.1) 中 的 量子 循环 S 计算 得 到 的 函数 与 定义 3.3.1 
中 介绍 的 5 的 指称 语义 具有 一 致 性 。 

练习 5.1.2 证明 对 于 任意 的 pe AH), 都 有 F(p) = [5](o)。 

下 面 这 个 练习 告诉 我 们 量子 循环 的 几乎 确定 可 终止 性 可 以 从 由 它 计 算得 到 的 函数 来 描 


练习 5.1.3 证明 对 于 任意 的 pc WH), RNA: 

(1) 如 果 |2) A |p) EX MA, 那么 (p| 多 (p)Iw) = 0。 

(2) tr(F(p)) = tr(p) —pwr(p). HI tr(F(p)) = tr(p) RÈ 4 AR GMA (5.1) 在 以 p A 
输入 状态 的 情况 下 几乎 确定 可 终止 。 
可 终止 性 


显然 很 难 直接 通过 定义 5.1.1 来 判定 量子 循环 是 否 具 有 可 终止 性 。 接 下 来 我 们 将 尝试 找 
出 量子 循环 终止 的 充 要 条 件 。 这 项 任务 可 以 通过 以 下 几 步 来 完成 。 

首先 , 在 检验 量子 循环 可 终止 性 时 , 下 面 这 条 引 理 可 以 帮助 我 们 将 一 个 输入 密度 矩阵 分 
解 为 一 系列 简单 的 输入 密度 矩阵 。 


152 


128 BZD 沉 经 典 控制 的 蛋子 程序 


引 理 5.1.2 p=); pipi, 其 中 对 所 有 的 i 都 有 pi;>>0 RA. 那么 循环 (5.1) 在 输入 
状态 为 p 的 情况 下 可 终止 当 且 仅 当 对 于 所 有 的 i， 它 都 会 在 以 mi 为 输入 的 情况 下 终止 。 

练习 5.1.4 ”证 明 引 理 5.1.2。 

WR {(pi, |wi))} 是 一 个 系 综 , 其 中 对 于 任意 的 i 都 有 p; > 0， 且 密度 算 子 


p= 2 pilvi) (wil 
那么 根据 前 面 的 引 理 我 们 可 以 断言 循环 (5.1) 在 以 混 态 p 为 输入 的 情况 下 会 终止 当 且 仅 当 
对 于 所 有 的 它 都 会 在 以 纯 态 v) 为 输入 的 情况 下 终止 。 特别 地 , 我 们 有 : 
推论 5.1.1 量子 循环 具有 可 终止 性 当 且 仅 当 它 在 以 所 有 纯 态 为 输入 的 情况 下 都 会 终止 。 
其 次 , 可 以 将 量子 循环 的 可 终止 性 问题 简化 为 一 个 复数 域 的 经 典 循环 的 相应 问题 。 我 
们 将 量子 循环 (5.1) 的 卫 式 中 定义 投影 测量 的 子 空间 X 及 其 正 交 补 X+ 进行 分 解 。 令 
{mi),… ,mz)} 是 空间 2? 的 一 组 标准 正 交 基 且 满足 
k l 
> .|mi)(mil=Px 且 >， |mi)(mi| = Px: 


i=1 i=k+1 $ 
其 中 1 < k < 1。 换言之 , 可 以 将 空间 0 的 基 {m1),… m 分 为 两 部 分 : {\m1),--- ,|mx)} 
和 {mx+41),… ,|mz)}， 前 者 是 X 的 基 , 后 者 是 X+ 的 基 。 不 失 一 般 性 , 我 们 假定 在 这 个 序 
列 中 , 根据 这 组 基 得 到 的 算 子 U (循环 体 中 的 乏 正 变换 )、Ux U 在 X 内 上 的 约束 算 子 ) 和 
px GAA p 在 X 上 的 约束 ) 的 矩阵 也 记 为 VU、Ux 和 px. 同样, 对 于 任意 的 纯 态 y) 我 们 
将 在 这 组 基 上 的 投影 Px |p) 的 向 量 表示 记 为 |w)x。 

引 理 5.1.3 下列 两 条 语句 是 等 价 的 : 

(1) 量 子 循环 (5.1) 在 以 pe D(H) 为 输入 的 情况 下 会 终止。 

(2) 存 在 非 负 整 数 n RAF UR XU!” = 0kxk BE, 其 中 Opxk 是 一 个 (k x k)- REM. 
特别 地 , 循环 在 以 纯 态 W) 为 输入 的 情况 下 会 终止 , 当 且 仅 当 存 在 非 负 整数 nn 使 得 UCIW)x = 
0 成 立 , 其 中 0 是 大 维 的 零 向 量 。 

证 明 : 通过 引 理 5.1.1(1) 和 当 4 是 正定 算 子 时 tr(4) = 0 ENK 4 = 0 这 一 事实 , 我 
们 可 以 推导 出 这 个 结论 。 o 

我 们 应 当 注 意 到 在 引 理 5.1.3 中 的 条 件 U%|w)x = 0 实际 上 是 如 下 循环 的 终止 条 件 : 

while v 4 Odov := Uxvod (5.2) 
应 当 将 该 循环 理解 为 复数 域 中 的 传统 计算 。 

再 次 , 我 们 可 以 证 明 经 典 循 环 在 经 过 一 次 非 奇异 变换 纪 之 后 终止 性 不 会 改变 。 

引 理 5.1.4 令 S 是 一 个 (Ex)- 复 矩阵 。 那 么 下 列 两 条 语句 是 等 价 的 : 

(1)( 满 足 ve C* 的 ) 经 典 循 环 (5.2) 在 以 vo eC’ 为 输入 的 情况 下 会 终止 。 

(2) 经 典 循环 : 


while v 4 0 do v := (SUxS~')v od 


(其 中 ve C*) 会 在 输入 为 Sv 的 情况 下 终止 。 





O 非 奇 异 变换 是 指 和 一 个 非 奇异 矩阵 相 乘 , 非 奇异 矩阵 是 其 对 应 的 行列 式 不 等 于 0 的 矩阵 。 一 一 译 者 注 
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证 明 : 因为 S 是 非 奇异 的 , 所 以 SL AO 成 立 当 且 仅 当 v 关 0。 那 么 通过 简单 的 计算 就 
可 以 得 出 这 个 结论 。 Oo 
此 外 , 我 们 在 证 明 本 节 主 要 结论 的 时 候 需要 使 用 到 Jordan 标准 型 定理 。 读 者 可 以 在 任 
何 一 本 关于 矩阵 理论 的 教材 中 找到 关于 这 类 标准 型 定理 的 证 明 ， 比 如 文献 [40]。 
引 理 5.1.5 (Jordan 标准 型 定理 ) ”对 于 任意 的 (kx kk) REE 4， 都 存在 一 个 非 奇 异 
的 (kx)- 复 矩阵 5S 满足 : 
=A 


其 中 9 
l 
J(A) = BD (ài) 
i=1 


= diag( Jr, (M1), Jka (Az), +++ , Fe, (Ar) 


Trey (A1) 
Jka (A2) 


Jk (Ar) 


是 A 的 Jordan 标准 型 ， ee kei, E 


对 于 任意 的 1 < i < 1 都 是 一 个 (ki x ki)-Jordan 分 块 。 此 外 ， 如果 对 应 于 每 一 个 不 同 的 特征 [155] 
值 的 Jordan 分 块 是 按照 分 块 的 大 小 递减 排列 的 , 那么 一 旦 给 定 了 特征 值 的 顺序 之 后 , Jordan 
标准 型 也 就 唯一 确定 了 。 
下 面 这 条 关于 Jordan 分 块 的 寡 的 引 理 在 接 下 来 的 讨论 中 也 会 用 到 。 
引 理 5.1.6 4 J,(A) 是 一 个 (r x7)-Jordan 分 块 且 v 是 一 个 7 维 的 复 向 量 。 那 么 存在 
非 负 整数 n 使 得 
J,(A)"v = 0 


成 立 ， 当 且 仅 当 入 =0 或 v = 0 成 立 , 其 中 0 是 一 个 7 维 的 零 向 量 。 





diag(z1, Zz2，...，zn) 是 指 对 角 线 元 素 从 左上 到 右 下 分 别 为 z1，z2，… ，zn 的 对 角 和 矩阵 ， 对 角 矩 阵 除 了 主 
对 角 线 外 , 其 余 元 素 为 0。 一 一 译 者 注 

© (A - AE)X=0 则 说 明 入 是 A 的 特征 值 , 如 果 有 非 0 特征 值 , 那么 前 面 的 公式 等 价 于 |A - 和 AB|=0, 计算 
得 到 特征 值 之 后 , 将 特征 值 代入 (A - AE)X=0, X 为 一 个 mxl 的 列 向 量 , 求解 方程 组 即 可 (如 令 其 中 一 个 
为 1， 即 求 出 来 的 列 向 量 中 各 个 元 素 不 能 再 约 分 )。 在 求 得 的 列 向 量 前 面 加 上 系数 k， 即 为 该 特征 值 对 应 的 特 
征 向 量 空间 。 一 一 译 者 注 
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证 明 : “ 当 ” 这 部 分 显然 成 立 , 我 们 只 需要 对 “ 且 仅 当 ” 这 部 分 进行 证 明 。 通 过 程序 计 
算 我 们 可 以 得 到 : 


Ar i \r-l a jaz adie t% 和 nm 一 7 十 2 \r-rt 
1 2 r—2 r—l1 


0 0 0 ee. 0 A" 


注意 LA #¢_b= ASE BTC A”. MAWE AAO, 那么 JA 是 非 奇异 矩阵 ， 
H J,(A)"v = 0 X v = 0. 口 


现在 我 们 将 介绍 一 条 本 节 的 主要 结论 ， 它 给 出 了 一 条 在 以 纯 态 为 输入 的 情况 下 量子 循 
环 可 终止 的 充 要 条 件 。 
定理 5.1.1 假设 Ux 的 Jordan 分 解 为 


Ux = SJ(Ux)S-! 
其 中 
J(Ux) -Oha = diag(Jk, (A1), Jra (Az), ++ , Jri (à1)) 


将 S"|\d)x FAL 个 子 向 量 viyv2 ,VI， 其 中 Vi 的 长 度 为 应 。 那 么 量子 循环 (5.1) 在 以 
|% 为 输入 的 情况 下 是 可 终止 的 当 且 仅 当 对 于 任意 1<i<1 都 有 入 二 0 或 者 Vi ==0 成 立 ， 
其 中 0 是 ki 维 零 向 量 。 

证 明 : 通过 引 理 5.1.3 和 5.1.4, 我 们 可 以 得 出 量子 循环 (5.1) 在 以 |w,3) 为 输入 的 情况 
下 会 终止 当 且 仅 当 存 在 非 负 整数 ”使 得 


J(Ux)"S ly)x=0 (5.4) 
成 立 。 通 过 简单 的 计算 可 以 得 到 
T(Ux)"S~*|h) x = (Ja (AnviT (Tea(Aa)"va)T (ee(A)"vi)T)T 


其 中 v 代表 向 量 v HRE: 即 如 果 v 是 一 个 列 向 量 , 那么 vT 是 一 个 行 向 量 , 反之 亦 然 。 
因此 , 存在 非 负 整数 n 使 得 等 式 (5.4) 成 立 当 且 仅 当 对 于 任意 的 1 < i < 1, 存在 非 负 整数 mw 
满足 
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Jk, (Ai) vi =0 


通过 使 用 引 理 5.1.6 我 们 可 以 完成 该 证 明 。 | 
显然 我 们 可 以 根据 引 理 5.1.2 和 定理 5.1.1 来 判定 在 以 任意 混 态 作为 输入 的 情况 下 量子 
循环 (5.1) 是 否 会 终止 。 
推论 5.1.2 ”量子 循环 (5.1) 可 以 终止 当 且 仅 当 Ux 的 特征 值 只 有 0。 
几乎 确定 终止 


我 们 现在 对 几乎 确定 终止 的 情况 进行 思考 。 量 子 循环 (5.1) 几乎 确定 可 终止 的 充 要 条 件 
可 以 通过 如 下 几 步 得 出 。 首 先 我 们 将 给 出 一 条 与 引 理 5.1.2 相似 的 引 理 , 这 样 就 可 以 将 混 态 
输入 简化 为 一 系列 纯 态 输入 。 

引 理 5.1.7 令 p= pipi, 其 中 对 于 任意 的 i 都 有 pi > 0。 那 么 量子 循环 (5.1) 在 输 
AREA p 的 情况 下 几乎 确定 可 以 终止 当 且 仅 当 它 在 所 有 输入 为 pi 的 情况 下 都 几乎 确定 可 
以 终止 。 

练习 5.1.5 证明 引 理 5.1.7。 

推论 5.1.3 ”量子 循环 几乎 确定 可 以 终止 当 且 仅 当 它 对 于 所 有 纯 态 输 入 都 几乎 确定 可 
以 终止 。 

接 下 来 我 们 介绍 的 这 引 理 将 在 证 明定 理 5.1.2 的 过 程 中 起 到 重要 作用 。 

引 理 5.1.8 量子 循环 (5.1) 在 以 纯 态 |b) 为 输入 的 情况 下 几乎 确定 可 以 终止 当 且 仅 当 


lim ||U%|v)|| = 0 
证 明 : 通过 定理 5.1.1 我 们 可 以 得 出 : 
i PAS? (by) = UR |l? 


注意 上 述 等 式 左 手边 的 |w) 实际 代表 了 它 对 应 的 密度 算 子 YY MA pyr (\)) = 0 成 立 
当 且 仅 当 limno ||UF|W)|| = 0。 
接 下 来 的 定理 给 出 了 在 以 纯 态 为 输入 情况 下 量子 循环 几乎 确定 可 终止 的 充 要 条 件 。 

定理 5.1.2 ”假设 Ux. Sv J(Ux)s Je, (Xi) 和 vi 的 含义 与 定理 5.1.1 中 的 相同 ， 其 中 
1 < i < 1。 那么 量子 循环 (5.1) 在 输入 状态 为 lm) 的 情况 下 几乎 确定 可 终止 当 且 仅 当 对 于 任 
BH 1<i<l, 都 有 | 和 |<1 或 Vi 二 0, 其 中 0 是 ki; HEHE. 

证 明 : 首先 , 对 于 任意 的 非 负 整数 n, BATA: 


UX |b) = SJ(Ux)S th) 
那么 因为 8 是 非 奇异 的 , 所 以 limp. UR 成 立 当 且 仅 当 
lim ||J(Ux)"S~*|¥)|| = 0 (5.5) 


通过 引 理 5.1.8 我 们 可 以 得 出 循环 (5.1) 在 输入 为 |w) 的 情况 下 几乎 确定 可 终止 当 且 仅 当 等 
A (5.5) 成 立 。 注 意 


J (Ux) Sp) = (iy (A1) v1)", (Jka (Az)”V2) (Tr (A) v) 
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其 中 vT 代表 向 量 v NHB. 那么 等 式 (5.5) 成 立 当 且 仅 当 
Jim. Jk (Ai)"vil|= 0 (5.6) 


对 于 所 有 的 1 < i < 1 都 成 立 。 此 外 , BATA: 


i h 
r—1 r=2 
n ; n = n n n— n 
F(A) v= (5 à ) Ne eats X ( i ) A” Vy ad , A” Ur—1 + | i ) 入 vs e) 
i=0 i=0 


所 以 等 式 (5.6) 成 立 当 且 仅 当下 面 这 个 由 k; 个 方程 构成 的 方程 组 是 有 效 的 : 


ae n = 
limn—+oo beh $ ) Ar 4 ¥i(5-41) = 0 
J 


ae) & aci 
lase | | Ar aga = 0 
7 (5.7) 


n 
limno [AP Vice; —1) T ( i ) | =0 
limn—+oo AP Vik, = 0 


其 中 假设 Vi = (vil, Ver Viki) 
我 们 现在 考虑 两 种 情况 。 如果 | 和 ;| <1, 那么 


n > 
im ( bs =o 
n—00 j 


WEEN 0<j < ki; 一 1 都 成 立 , HARHA (5.7) 中 的 所 有 等 式 都 成 立 。 另 一 方面 ,如果 
A| > 1, 那么 从 方程 组 (5.7) 的 最 后 一 个 等 式 我 们 可 以 得 出 vi = 0。 将 vin = 0 代入 方程 组 
(5.7) 的 倒数 第 二 个 等 式 , 我们 可 以 得 到 vig) = 0。 我 们 可 以 在 方程 组 (5.7) 中 从 下 到 上 重 
复 按照 这 种 方式 进行 计算 , 最终 可 以 得 到 : 


Val = Vi2 = +++ = Vi(ky—-1) = Vik; = 0 
至 此 该 证 明 完 成 。 口 
推论 5.1.4 量子 循环 (5.1) 几乎 确定 可 终止 当 且 仅 当 Ux 的 所 有 特征 值 都 小 于 1。 
这 一 小 节 只 研究 了 一 类 以 乏 正 变 换 作 为 循环 体 的 特殊 的 量子 循环 ,这 只 是 为 下 一 小 节 
做 的 预 热 。 但 是 因为 这 一 小 节 介 绍 的 终止 条 件 比 下 一 小 节 给 出 的 一 般 性 量子 循环 的 终止 条 
件 更 容易 验证 , 所 以 它 具 有 独立 的 意义 。 
5.1.2 一般 性 量子 while 循环 


在 上 一 小 节 中 , 我 们 仔细 研究 了 以 勾 正 变换 作为 循环 体 的 量子 while 循环 的 终止 条 件 。 
但 是 这 类 量子 循环 的 应 用 范围 很 有 限 , 例如 , 它 不 能 对 在 循环 体 中 包含 测量 或 者 循环 中 包含 
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另 一 个 循环 这 些 情况 进行 建 模 。 现 在 我 们 考虑 3.1 节 定 义 的 一 般 性 量子 while 循环 : 
while M[g] = 1do9od (5.8) 


其 中 M = {Mo, Mi} 是 yes-no 测量 , 7 是 一 个 量子 寄存 器 ， 且 循环 体 S 是 一 般 性 量子 程序 。 
就 像 我 们 在 3.3 节 中 所 看 到 的 ，3 的 指称 语义 是 在 7 的 状态 空间 中 的 量子 操作 [S] = 8( 如 
果 量 子 变量 qvar(S) C 习 。 所 以 可 以 将 循环 (5.8) 等 价 地 表示 为 : 


while MI = 1dog := éld od (5.9) 


这 一 小 节 主要 针对 量子 循环 (5.9) 进行 研究 。 让 我 们 看 看 循环 (5.9) 是 怎么 执行 的 。 大 致 说 
来 ， 该 循环 由 两 部 分 构成 。 循 环 体 “7 := & 回 ”将 密度 算 子 o 转换 为 密度 算 子 8(o)。 每 一 
次 执行 时 都 会 对 循环 卫 式 “M 回 = 1” 进行 检验 。 当 i = 0,1 时 , 我 们 使 用 循环 卫 式 中 的 测 
量 M = {Mo, My} 来 对 量子 操作 & 进行 定义 ; 


&(c) = Mio M} (5.10) 


对 于 任意 的 密度 算 子 o 都 成 立 。 此 外 ,对 于 任意 两 个 量子 操作 Ai, Fo, 我 们 将 它们 的 组 合 
WA Fao Fi, BN 
(Fo 0 F1)(p) = F2(F1(p)) 


对 于 所 有 的 pE D(H) 都 成 立 。 对 于 量子 操作 F, Fe 表示 F 的 RE, 即 风 个 F HA 
合 。 在 输入 状态 为 p 的 情况 下 , 可 以 将 该 循环 的 执行 过 程 按照 如 下 形式 进行 更 确切 的 描述 。 
(1) 初 始 化 阶段 : 我 们 首先 在 输入 状态 p 上 执行 终止 测量 {Mo, Mi}。 
。 程序 终止 的 概率 , 也 就 是 测量 结果 为 0 的 概率 为 : 


py (P) = tr[4o(0)] 

且 程 序 在 测量 之 后 的 状态 为 : 
pout = Go(p) /pi (p) 

我 们 将 概率 p (0) 和 密度 算 子 pb 编码 为 一 个 局 部 密度 算 子 : 
PY (p) pout = Alp) 


所 以 aol) 是 第 一 步 的 部 分 输出 状态 。 
。 程 序 不 终止 的 概率 , 也 就 是 测量 结果 为 1 的 概率 为 


pk (p) = tr[6 (p) (5.11) 
且 程序 在 测量 之 后 的 状态 为 


po, = &1(p)/Pyr(p) 
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在 执行 循环 体 8 之 后 状态 变 为 
pẹ = (6 0 @1)(p)/pN(p) 


循环 的 第 二 步 会 在 这 个 状态 上 执行 。 我 们 可 以 将 p Mp 合并 为 一 个 局 部 密度 算 


P 
PROPR) = (£ o &)(p) 


(2) 归 纳 推理 阶段 : 我 们 将 程序 在 执行 ” 步 之 内 不 会 终止 的 概率 记 为 
We = | eee 
t=1 
其 中 对 于 任意 的 1 < i < n, pO. 是 程序 在 第 i 步 没 有 终止 的 概率 。 程序 在 第 n 次 测量 之 后 
得 到 测量 结果 为 1 时 的 状态 为 : 
po. ero ,| 


id = < 
i yee 


接 下 来 执行 循环 体 8， 上 述 状 态 会 变 为 
pnty — (0 &)"(0) 


< 
ü PNT 


我 们 将 DS? 和 ot) 合并 为 一 个 局 部 密度 算 子 
(<n) 
PNT ( 


现在 程序 的 第 (n + 1) 步 会 以 pE 作为 输入 。 
。 程 序 在 第 (n + 1) 步 终止 的 概率 为 


pet (p) = = [4 (p e 
HEFE ” 步 内 不 终止 却 在 第 (n1) 步 终止 的 概率 为 


pol = (E 0 &)"(p) 


a£ (p) = tr([& 0 (£ o &)"|(p)) 
程序 在 终止 之 后 的 状态 为 
pint? = [6 0 (6 0 D ON (p) 


将 AE OO 和 pit ”进行 合并 , 可 以 得 到 程序 在 第 (n +1) 次 循环 执行 之 后 的 部 分 
输出 状态 为 
ar (p)poue = [6 0 (£ 0 &)"\(o) 


。 程序 在 (n 十 1) 步 之 内 仍 没有 终止 的 概率 为 


PAS") (p) = tr([@ 0 (6 0 @1)"](p)) (5.12) 
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正如 3.1 节 所 述 , 经 典 循环 和 量子 循环 的 主要 不 同 来 源 于 对 循环 卫 式 的 检查 。 在 对 经 典 循环 
的 卫 式 进行 检查 时 , 程序 状态 并 不 会 发 生 改变 。 但 是 对 量子 循环 的 卫 式 进行 量子 测量 会 影响 
系统 的 状态 。 因 此 量子 程序 的 状态 会 与 检查 之 前 的 状态 不 同 。 由 测量 M 导致 的 程序 状态 的 
变化 可 以 通过 量子 操作 Sy 和 @ 来 描述 。 

此 前 关于 量子 循环 (5.9) 的 计算 过 程 的 描述 是 对 5.1.1 节 描 述 的 循环 (5.1) 的 执行 过 程 
的 扩展 。 现在 特殊 量子 循环 (5.1) 的 定义 5.1.1、5.1.2 和 5.1.3 可 以 很 容易 地 扩展 到 一 般 性 量 
子 循环 (5.9)。 

定义 5.1.4 

(1) 如 果 存 在 正 整数 n 使 得 概率 pE) = 0 成 立 , 那么 我 们 称 循环 (5.9) 在 输入 状态 为 
p 的 情况 下 会 终止 。 

(2) 如 果 循 环 (5.9) 在 输入 状态 为 p 的 情况 下 不 终止 的 概率 


PNT(p) = lim pyr” (p) =0 


那 我 们 称 循环 (5.9) 几乎 确定 可 终止 , 其 中 OS? 是 程序 前 n 步 没 有 终止 的 概率 。 

定义 5.1.5 ”如 果 量 子 循环 (5.9) 对 于 任意 的 输入 状态 p 都 终止 (相应 的 ， 几 乎 确定 可 
终止 ), 那么 我 们 称 它 可 终止 (相应 的 ， 几 乎 确定 可 终止 )。 

量子 循环 的 (总体 ) 输出 态 可 以 通过 对 其 每 一 步 的 部 分 计算 结果 求 和 得 到 。 我 们 可 以 将 
这 个 求 和 的 过 程 形式 化 地 定义 为 : 

定义 5.1.6 ”通过 量子 循环 (5.9) 计算 得 到 的 函数 多 : 2(H)—> D(H) 的 定义 为 : 


Flo) = Da (Opon = 2 l 0 (£ 0 6)" 


n=0 
对 于 任意 的 pc H) 都 成 立 ， 其 中 : 


<n-1 
e =o ee” 


是 程序 在 (n 一 1) 步 之 内 不 终止 却 在 第 n 步 终止 的 概率 。 

显然 , 一 旦 循环 体 是 乏 正 算 子 ， 那 么 上 述 三 个 定义 就 会 退化 为 上 一 小 节 中 所 对 应 的 定 
Xs 

下 列 命题 给 出 了 通过 量子 循环 (5.9) 计算 得 到 的 函数 多 的 递归 特性 。 这 本 质 上 是 对 推 

论 3.3.1 的 再 次 声明 ,， 且 可 以 通过 其 定义 直接 进行 证 明 。 

命题 5.1.1 通过 循环 (5.9) 计算 得 到 的 量子 操作 .多 对 于 所 有 的 密度 算 子 p, 都 满足 如 
下 递归 方程 : 

F(p) = 60(p) + F[(E o &)(p)) 

量子 操作 的 矩阵 表示 

接 下 来 我 们 将 对 量子 循环 (5.9) 的 可 终止 性 和 运行 时 间 进 行 分 析 。 既 然 在 循环 (5.9) 的 
可 终止 性 和 计算 函数 多 的 定义 中 涉及 量子 操作 C,H, A 的 迭代 次 数 , 那么 在 分 析 的 过 程 对 
这 些 迭 代 次 数 进行 处 理 将 不 可 避免 。 但 是 通常 很 难 直 接 计算 量子 操作 的 迭代 次 数 。 为 了 克服 
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这 个 难题 , 我 们 将 介绍 一 个 有 用 的 数学 工具 : 量子 操作 的 矩阵 表示 。 相 较 于 量子 操作 本 身 ， 
其 矩阵 表示 更 容易 操控 。 
定义 5.1.7 假设 在 n 维 希 尔 伯 特 空间 H 中 的 量子 操作 CH Kraus 算 子 和 表示 法 为 : 


E(p) = 2 EipE: 
对 于 任意 的 密度 算 子 p RRA. MAC HHRATEH Axa? HEE: 
M= E; x E 
其 中 A* RREH 4 HHH, Bp A= (aij) 时 A* = (aj;), HP aj, 是 复数 aij HHM. 
量子 操作 的 矩阵 表示 法 给 分 析 量 子 程序 带 来 的 影响 主要 源 于 下 面 这 条 引 理 。 该 引 理 建 
立 了 “量子 操作 C 作用 在 矩阵 4 WR” 5 “E 的 矩阵 表示 和 A 的 柱 面 扩张 的 乘积 ”之 间 的 
联系 。 实 际 上 , 这 个 引 理 将 会 在 对 本 章 的 主要 结论 进行 证 明 的 过 程 中 扮演 关键 角色 。 
引 理 5.1.9 ”假设 希 尔 伯 特 空间 .和 6 的 维度 为 d。 我 们 记 : 
IP) = D153) 
为 在 空间 HOH 中 的 ( 非 归 一 化 ) RKABA, HY {| 让} BH 的 一 组 标准 正 交 基 。 令 
M 是 量子 操作 8 的 矩阵 表示 。 那 么 对 于 任意 的 dxd HHA, 我 们 有 : 
(G(A) x DI®) = M(A ® DD) (5.13) 
KPI RA dxd 维 单位 矩阵 。 
证 明 : 我 们 首先 对 这 个 矩阵 等 式 进行 观察 : 对 于 任意 的 矩阵 A BAC, 
(4@B)(C@DIG) = (ACBT ® T)I®) 


其 中 BT 代表 矩阵 B 的 转 置 。 这 个 等 式 可 以 通过 常规 的 矩阵 计算 方法 得 到 证 明 。 据 此 我 们 可 
以 得 出 
M(A®1)|®) = X (B® E} (A 8 TD) 
= X (E; AE} ® I)|®) 
= (E (A) 8 I)|8) Q 
我 们 可 以 发 现 一 个 很 有 趣 的 现象 : 通过 最 大 纠缠 态 |8) 可 以 按照 如 下 方式 将 一 个 dxd 
维 矩 阵 A = (ai;) 表示 为 一 个 P 维 的 向 量 : 


(A @ I)|®) = (äi >» 41d, 421,°°** ,42d,°** ,Qd1,°°° saaa)” 


此 外 , 通过 等 式 (5.13) 我 们 可 以 将 一 个 d 维 希 尔 伯 特 空间 内 的 量子 算 子 8 转化 为 一 个 到 xd 
维 矩 阵 Mo 
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通过 上 述 引 理 ,我 们 可 以 证 明 量子 操作 的 矩阵 表示 是 定义 明确 的 : 如 果 
Elp) =} EipE} =} F;pF} 
i j 
对 于 所 有 的 密度 算 子 p 都 成 立 , 那么 
Y Ego =Y FoF 
i 


从 方程 (5.13) 中 矩阵 4 的 任意 性 可 以 轻易 得 出 这 一 结论 。 

在 准备 好 量子 操作 的 矩阵 表示 这 一 数学 工具 之 后 , 我 们 开始 对 量子 循环 (5.9) 进行 研究 。 
假设 在 循环 体 中 的 量子 操作 8 使 用 Kraus 算 子 和 表示 法 可 以 表示 为 : 对 任意 的 密度 算 子 p 
都 有 





E(p) = 2 PipE; 
S E(i = 0,1) 是 通过 循环 卫 式 中 的 量子 操作 Mo 和 Mi 按照 等 式 (5.10) 的 方式 定义 的 量子 
操作 。 我 们 将 E AE 的 组 合 记 为 g: 
G =g o Ey 


那么 9 的 Kraus 算 子 和 表示 法 为 : 


F(p) = X (E:Mı)p(M} E}) 164 


t 


其 中 p 为 任意 的 密度 算 子 。 此 外 , & BG 的 矩阵 表示 分 别 为 : 
No = Mo 8 Mg 
R= X (EMi)® (EiM)* (5.14) 
假设 R 的 Jordan 分 解 为 
R= SJ(R)S-! 
其 中 s 是 一 个 非 奇 异 和 矩阵, A(R) 是 R 的 Jordan 标准 形 : 


l 
J(R) = @ Jr: (ài) = diag( Jr, (A1), Jra (A2), +» Jri (Ar) 
i=1 


其 中 Jp, (As) 是 特征 值 为 和 ,(1 < s <1) 的 一 个 is x ks-Jordan 分 块 (参考 引 理 5.1.5). 
接 下 来 将 介绍 一 个 关键 引 理 , 它 向 我 们 描述 了 量子 操作 9 Res R 的 结构 。 
引 理 5.1.10 
(1) 对 于 所 有 的 1< s<1, 都 有 | 和 s| <1 成 立 。 

(2) 如 果 | 和 s| = 1, 那么 第 s 个 Jordan PRA 1 4H, 即 ks = 1。 
为 了 增强 可 读 性 , 我 们 将 这 个 引 理 的 证 明 放 到 5.4 节 中 。 
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终止 和 几乎 确定 可 终止 


现在 我 们 开始 研究 量子 循环 (5.9) 的 可 终止 性 。 首先, 接 下 来 的 引 理 从 量子 操作 的 矩阵 
表示 的 角度 给 出 了 一 个 简单 的 终止 条 件 。 
引 理 5.1.11 令 R 是 按照 公式 (5.14) 的 方式 进行 定义 的 ， 且 令 


(8) = ra) 


是 在 空间 HOH 中 的 ( 非 归 一 化 ) 最 大 纠缠 态 。 那 么 我 们 有 : 
(1) 量 子 循环 (5.9) 在 以 p 为 输入 的 情况 下 会 终止 当 且 仅 当 存在 整数 n 之 0 使 得 如 下 等 
式 成 立 : 
R” (p 8 I)|8) =0 
(2) 量 子 循环 (5.9) 在 以 p 为 输入 的 情况 下 几乎 确定 可 终止 当 且 仅 当 如 下 等 式 的 成 立 : 
165 lim R”(p8T)|8) =0 


证 明 : 我 们 只 对 第 一 部 分 进行 证 明 ， 第 二 部 分 的 证 明和 第 一 部 分 类 似 。 首 先 ， 从 引 
H 5.1.9 我 们 可 以 得 到 : 
[4(p) 8 I]|®) = R(p 8 I)|9) 


重复 应 用 这 个 等 式 , 可 以 得 到 : 
[¥" (p) 8 I|) = R” (p 8 I)|®) 
另 一 方面 , 对 于 任意 的 矩阵 4 都 有 
tr(A) = (|A & IS) 
成 立 。 因 此 既然 e 具有 保 迹 性 , 那么 我 们 可 以 得 到 : 
tr([G 0 (£ o &)"""] (p)) = tr (£ o &)"(p)) 
= tr(¥"(p)) 
= (S|R” (p 8 I)|®) 


此 外 , 显然 = (SIR? (p 8 1D)|8) = 0 RHN R” (p8 1)|%) = 0. o 
直接 应 用 前 面 的 引 理 , 我 们 可 以 得 到 : 
引 理 5.1.12 4 R Fo |b) 符合 引 理 5.1.11 的 描述 。 
(1) 量 子 循环 (5.9) 会 终止 当 且 仅 当 存 在 整数 n >>0, 使 得 RS) = 0 成 立 。 
(2) 量 子 循环 (5.9) 几乎 确定 可 终止 当 且 仅 当 limo R"|S) = 0. 
证 明 : 注意 到 量子 循环 会 终止 当 且 仅 当 它 在 输入 状态 为 一 类 特殊 的 混合 态 。 
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的 情况 下 会 终止 , 其 中 d 是 空间 Z KWER, I 是 空间 Z 的 单位 算 子 。 那么 该 引 理 可 以 通 
过 引 理 5.1.11 直接 得 出 。 Oo 

接 下 来 我 们 将 介绍 一 条 本 小 节 的 主要 结论 。 该 结论 从 循环 中 涉及 的 量子 操作 的 矩阵 表 
示 的 特征 值 的 角度 , 给 出 了 量子 循环 可 终止 的 一 条 充 要 条 件 。 

定理 5.1.3 4 R fo |S) 是 按照 引 理 5.1.11 的 方式 进行 定义 的 。 那 么 我 们 有 : 

(1) 如 果 存 在 整数 有 > 0 使 得 RD) =O 成 立 , 那么 量子 循环 (5.9) 会 终止 。 反 过 来 ， 如 
果 循 环 (5.9) 具有 可 终止 性 , 那么 RES) = 0 对 于 任意 的 整数 有 > ko MRA, HP ko 是 当 
R 的 特征 值 为 0 时 所 对 应 的 Jordan 分 块 的 最 大 值 。 

(2) 量 子 循环 (5.9) 几乎 确定 可 终止 当 且 仅 当 |@) 与 当 Ri 的 特征 值 为 入 时 所 对 应 的 所 
有 特征 向 量 都 正 交 , 其 中 | 和 | 二 1 且 Ri Æ RAKERA 

证 明 : 我 们 首先 证 明 第 一 部 分 。 如 果 存 在 k > 0 使 得 RO) = 0 成 立 ， 那 么 通过 引 
理 5.1.12, 我 们 可 以 断定 循环 (5.9) 会 终止 。 反 过 来 , 假设 循环 (5.9) 可 终止 。 再 次 使 用 引 
H 5.1.12, 我 们 可 以 得 到 存在 整数 n > 0 使 得 RS) = 0 成 立 。 对 于 任意 不 小 于 R 的 特征 值 
为 0 时 对 应 的 Jordan 块 的 最 大 值 的 整数 k, 我 们 希望 证 明 RES) = 0。 不 失 一 般 性 , 我们 假 
设 RAW Jordan 分 解 为 : 


R= SJ(R)S-! 
其 中 
-Ora = diag(Jp, (A1), Jra (à2), 4, Jra (A1)) 
在 上 述 等 式 中 有 [Al >… > |Xs| > 0 B Agi =…= A = 0。 观察 可 得 
= SJ(R)"S-! 


因为 S 是 非 奇异 和 矩阵， 所 以 从 R" |S) = 0 可 以 得 到 : 
J(R)"S~*|®) = 0 


我 们 可 以 将 矩阵 J(R) 和 向 量 S-S) 都 分 为 两 部 分 : 


其 中 
A= Bis = diag(Jk, (A1), +++ , Jks (As)) 


B= an Jr: (Ai) = diag(Jr. +1 (0), ++ , Jx, (0)) 
i=s+1 


jz) 是 一 个 t 维 向 量 , |y) 是 一 个 (d? t) 维 向 量 ， 且 t = Oe, ky. MARAT ARZI: 


mewn 
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注意 到 入,… As #00 PTA 74,( 和 1),… Jes (As) 和 A 都 是 非 奇 异 的 。 因 此 J(R) S-E) =0 
意味 着 4"|z) = 0, 进一步 可 以 得 到 |z) = 0。 男 一 方面 , 对 于 任意 满足 s+1< 和 7 和 的 记 
为 天 > kj 所 以 (0)* = 0 成立。 因此 BY = 0。 我 们 将 这 个 结论 与 |z) = 0 相 结合 ， 可 以 
得 出 
J(R)FS—1|6) = 0 
A 
RF|5) = SJ(R)*S—|6) = 0 


现在 我 们 证 明 第 二 部 分 。 首 先 通过 引 理 5.1.12， 可 以 得 出 程序 (5.9) 几乎 确定 可 终止 当 
且 仅 当 
im J(R)"S~1|) =0 


我 们 假设 在 R 的 Jordan 分 解 中 有 : 


L= Ai] = +++ = A] > [Artal 2 ++ 2 Al 


其 中 : 
C = diag(A1,--- , Ar) 


D = diag(Jkp43(Ar+1)s°** 5 Sk (Ar) 


lu) 是 一 个 7 HEIR, |v) 是 一 个 (E-r) HB. GER, AW |r| =… = | 和 | = 1, 所 以 
Jra (和 1),… 5 Sk, (Ar) 都 是 1 x 1 维 矩阵 ; BAS S| FH 5.1.10.) 

如 果 |) 与 Ri 的 所 有 模 为 1 的 特征 值 所 对 应 的 特征 向 量 都 正 交 ， 那么 通过 定义 我 们 可 
以 得 到 ju) = 0。 另 一 方面 对 于 任意 满足 >+1< jg< 1 的 j, 因为 | 和 ;| <1, 所 以 我 们 有 


lim Jr; (A;)” = 0 
因此 limao D” = 0. 我 们 可 以 得 出 


moa-1 
Jim, J(R)"S~*|®) = lim 





反 过 来 , 如 果 
im J(E)"S-LG) = 0 


那么 limn -oo C"\u) = 0。 因 为 C 是 对 角 单 位 矩阵 ,所 以 ju) = 0。 因 此 , |8) 与 Rt 的 所 有 模 
为 1 的 特征 值 所 对 应 的 特征 向 量 都 正 交 。 口 
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输出 中 可 观测 量 的 期 望 


除了 我 们 刚刚 讨论 的 程序 可 终止 性 问题 ,计算 程序 变量 的 期 望 值 在 经 典 程序 分 析 中 也 
是 一 个 很 重要 的 问题 。 我 们 现在 考虑 该 问题 在 量子 情况 下 的 对 应 问题 一 一 计算 量子 程序 输出 
中 可 观测 量 的 期 望 。 

回忆 练习 2.1.8， 可 观测 量 可 以 通过 厄 米 算 子 P 来 建 模 描 述 ， 且 在 状态 o 下 P 的 期 望 
(平均 值 ) 为 tr(Po)。 特 别 地 ， 当 P 是 量子 谓词 时 , 即 0 CPC Tx， 那 么 可 以 将 期 望 
tr(Po) 理解 为 谓词 P 满足 状态 o 的 概率 。 实际 上 , 对 于 给 定 的 输入 状态 p 量子 循环 (5.9) 
的 一 些 有 趣 特 性 可 以 从 输出 态 多 (p) 中 的 可 观测 量 P 的 期 望 tr(P 多 (p)) 的 角度 进行 描述 。 
因此 , 通常 可 以 将 量子 程序 分 析 的 问题 简化 为 计算 期 望 tr(PF(p)) 的 问题 。 

现在 我 们 设计 一 种 计算 期 望 tr(P 多 (p)) 的 方法 。 这 将 和 我 们 在 定义 5.1.4 的 证 明 过 程 中 
看 到 的 类 似 , 该 方法 依赖 于 才 级 数 的 收敛 性 : 


2 R" 


HEE REJ = 8o@ 的 矩阵 表示 。 但 是 当 R 的 一 些 特征 值 的 模 为 1 时 , 该 级 数 可 能 并 不 收 
敛 。 为 了 解决 这 个 问题 ， 我 们 按照 将 特征 值 模 为 1 所 对 应 的 Jordan 分 块 (根据 引 理 5.1.10, 
这 些 Jordan 分 块 都 是 1 维 的 ) 设置 为 0 的 方式 来 对 R 的 Jordan 范式 J(R) 进行 修改 。 我 
们 得 到 如 下 矩阵 ; 

N=SJ(N)s" (5.15) 


其 中 J(N) 通过 修改 J(R) 得 到 的 , 它 具 有 如 下 形式 : 
J(N) = diag( Ji, J} , Jt) (5.16) 


ae | 0 | 
ğ Jk, (às) 其 他 
HHi<s<l. 
幸运 的 是 , 正如 下 面 这 条 引 理 所 展示 的 那样 ,9 eR RR 与 循环 卫 式 中 的 测量 算 
F Mo 相 结合 的 时 候 , 这 种 修改 不 会 改变 它 的 窘 的 行为 。 
引 理 5.1.13 ”对 于 任意 的 整数 n>, RNA: 


NoR” = NoN” 


KP No =M 8 M? 是 鳃 的 矩阵 表示 。 
这 个 引 理 的 证 明 很 复杂 , 因此 也 放 在 5.4 节 中 进行 。 
现在 我 们 开始 介绍 本 小 节 的 另 一 条 主要 结论 。 这 条 结论 将 给 出 一 条 可 以 对 量子 循环 输 
出 中 的 可 观测 量 的 期 望 进行 计算 的 显 式 公式 。 
定理 5.1.4 ”当量 子 循环 (5.9) 的 输入 状态 为 OH, 其 输出 态 多 (p) 中 的 可 观测 量 书 的 
期 望 为 
tr(PF(p)) = (®|(P 8 I)No(I 8 I — N) (p 8 TD) 
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其 中 了 工 代 表 在 空间 H 中 的 单位 算 子 , 且 
|S) = 》 177) 
j 
是 空间 2H 中 的 ( 非 归 一 化 ) 最 大 纠缠 态 , {|j)} BW 的 一 组 标准 正 交 基 。 
证 明 : 通过 上 述 准 备 工作 , 这 个 定理 的 证 明 或 多 或 少 可 以 基于 定义 5.1.6 直接 计算 来 得 
到 。 首先, 将 量子 操作 OAS 的 定义 式 与 引 理 5.1.9 相 结 合 可 以 得 到 : 
[@(p) 8 II®) = No(p 8 )|®) (5.17) 


[2 (p) 8 I]|®) = R(p 8 1)|8) (5.18) 
接 下 来 先 使 用 式 (5.17), 再 重复 使 用 式 (5.18), 我 们 可 以 得 到 : 


LF (p) @ I]|®) = 


iM 


3 
Il 
© 


60 (¥"(p)) ed |S) 


M: 


[60 (¥"(p)) 8 1] |8) 


3 
ll 
© 


M: 


No (¥"(p) 8 I) |8) 


3 
ll 
© 


M: 


NoR"(p 8 1)|8) 
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3 
ll 
© 


Ile 
Me 


NoN” (p ® I)|®) 


i 
Il 
© 


ne) (e 8 DI®) 


3 
I 


® 
上 © 


I 
Z 

e aos 
Ma 


— N)! (p @ I)|®) 
其 中 通过 (a) 标记 的 等 式 是 通过 引 理 5.1.13 得 到 的 。 最 后 通过 计算 可 以 得 到 tr(p) = (@lp@ 
|). AURA: 
tr(PF(p)) = (®|PF(p) 8 I(B) 
= (O|(P @1)(F(p) 8 DID) 
= (O|(P @ I)No(I 8 I — N)! (p 8 DS) 口 
平均 运行 时 间 


我 们 已 经 通过 量子 操作 的 矩阵 表示 对 量子 循环 (5.9) 的 两 个 程序 分 析 问 题 (终止 性 与 期 
望 值 ) 进行 了 研究 。 为 了 进一步 说 明 上 面 介 绍 的 方法 究竟 有 多 强大 , 接 下 来 我 们 对 以 状态 p 
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为 输入 的 循环 (5.9) 的 平均 运行 时 间 进 行 计算 : 


Fl? 
n=1 
其 中 对 于 任意 的 > 1, 
py = tr [(& 0 (£ 0 &)"") (p)] = tr [(& oY") (p)] 


是 循环 (5.9) 在 第 ” 步 终 止 的 概率 。 很 明显 ， 这 不 能 通过 直接 应 用 定理 5.1.4 来 完成 。 但 是 
按照 与 定理 5.1.4 的 证 明 过 程 相 类 似 的 步骤 可 以 得 到 如 下 命题 : 
命题 5.1.2 Up 为 输入 状态 的 量子 循环 (5.9) 的 平均 运行 时 间 为 : 


(SINU 8 I — N)~?(p 8 I)|®) 


证 明 : 这 个 证 明 也 是 基于 定义 5.1.6 的 简单 计算 。 通 过 等 式 (5.17)、(5.18) 和 引 理 5.1.13, 
我 们 有 : 171 


Dm = = ‘tr [(& 09") (p)| 
= > n(9| (£ 0%" 1!) (p) ® I8) 
= > n(®|NoR”—"(p 8 1)|) 
= Sn(gINoN™i(p® I)|®) 


= (ive (Sonn) vono 


n=l 











= (SNo (I 8 I — N)~?(p 8 I)|®) 





5.1.3 ”例子 


我 们 现在 给 出 一 个 例子 来 说 明 如 何 使 用 命题 5.1.2 来 计算 量子 游 走 的 平均 运行 时 间 。 考 
E ”元 环 上 的 量子 游 走 。 可 以 将 这 类 游 走 视 为 一 维 量 子 游 走 的 一 种 变形 ,也 可 以 视 作 一 类 
特殊 的 图 上 的 量子 游 走 。 

S 和 是 方向 空间 , 该 空间 是 以 |L) 和 |R) 为 标准 正 交 基态 的 二 维 希 尔 伯 特 空间 ,其 
HL) 和 |R) 分 别 代表 左 方向 和 右 方向 。 假 定 在 n 元 环 上 的 n 个 不 同位 置 分 别 使 用 数字 
0, 1,… ,n 一 1 来 进行 标记 。 令 HK, 是 有 一 个 标准 正 交 基态 为 |0), |1),… ,In 一 1) K n 维 希 尔 
伯 特 空间 , 其 中 对 于 任意 的 0 < i < n 一 1, BAS |i) 对 应 于 n 元 环 上 的 第 i 个 位 置 。 因 此 
量子 游 走 的 状态 空间 为 H = A H,. 假设 初始 态 为 |L)|0)。 与 2.3.4 节 中 讨论 的 量子 游 
走 不 同 , 此 处 讨论 的 量子 游 走 在 位 置 1 处 有 吸收 边界 。 所 以 这 类 游 走 的 每 一 步 都 由 如 下 步骤 
组 成 : 
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(1) 测 量 系统 的 位 置 来 审查 当前 是 否 在 位 置 1。 如 果 测 量 结果 是 “yes”, 那么 游 走 停止 ; 
否则 将 会 继续 进行 游 走 。 我 们 用 这 个 测量 对 吸收 边界 进行 建 模 。 可 以 将 其 描述 为 : 


M = {Myes = Ia ® |1)(1|, Mno = I — Myes} 


其 中 Ig 和 了 分 别 是 空间 Aa 和 2? 中 的 单位 算 子 。 
(2) 作 用 于 方向 空间 2 K RE” ATA 


| 
172 A De dt 


此 处 我 们 使 用 Hadamard 门 对 “ 掷 硬币 ”操作 进行 建 模 。 
(3) 作 用 于 空间 . 知 的 移 位 算 子 为 : 


n—1 


S= SILL @ lio 1)liļ + = |R)(R| 8 |i @ 1)(a| 


i=0 i=0 
BY 5 的 直观 含义 是 系统 会 根据 方向 态 来 向 左 或 者 向 右 游 走 一 步 。 其 中 @ 和 o 分 别 
代表 模 n 加 法 和 模 ”减法 。 
通过 在 3.1 节 中 定义 的 量子 while 语句 , 可 以 将 上 述 量 子 游 走 写成 量子 循环 的 形式 : 





while M|d,p] = yes do d,p := Wild,p| od 
其 中 量子 变量 d 和 p 分 别 用 于 标记 方向 和 位 置 。 
W = S(H 8 Ip) 


是 单 步 游 走 算 子 , 且 五 是 在 空间 4, 中 的 单位 算 子 。 
我 们 现在 对 这 类 量子 游 走 的 平均 运行 时 间 进 行 计算 。 通 过 命题 5.1.2， 可 以 得 到 这 类 游 
走 的 平均 运行 时 间 为 : 


(®|No(I @ I — N)? (p 8 DG) (5.19) 
其 中 : 
No = Mno © Myo, N = (W Myes) 8 (W Myes)* 
了 是 在 空间 H = AH, 中 的 单位 算 子 , Ap = |L)(L|@ 10)(0|。 注意 这 里 我 们 不 需要 按照 
式 (5.15) 和 (5.16) 给 出 的 流程 进行 修改 。 算 法 1 是 对 公式 (5.19) 进行 计算 的 MATLAB 程 


序 。 将 该 算法 在 笔记 本 电脑 上 以 n < 30 的 条 件 运行 , 计算 结果 表明 在 ”元 环 上 进行 的 量子 
游 走 的 平均 运行 时 间 为 n 
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算法 1 计算 在 n 元 环 上 量子 游 走 的 平均 运行 时 间 
输入 :整数 n 
输出 :5 (在 n 元 环 上 量子 游 走 的 平均 时 间 ) 
n xn ERE I — E(n); (*n 维 单位 矩阵 *# ) 
整数 m 一 2n; 
m x m 和 矩阵 Ig — E(m); (*m 维 单位 矩阵 * ) 
m E E |S) — Dn; (* 最 大 纠缠 态 *) 
m x m R p — |1)(1|; (* 初始 态 *) 
2 x 2 SBR H [1 1;1 一 1]/V2; (*Hadamard 矩阵 *) 
m x m 矩阵 Mo 一 |0)(0| @ E(2); Œ 终止 测试 测量 *) 
m x m 矩阵 Mı — Iz — Mo; 
n x n ERE X — I x0; C BAERE *) 
for j=1:n— 1 do 
X(j,g +1) —1; 
end for 
X(n,1) —1; 
C+ Xt; 
m x m ERE S — X @|0)(0| + C @ |1)(1|; (* BMBF *) 
m x m FBR W <— S(I 8 H)M,; 
m? x m? 矩阵 Mp 一 Mo @ Mo; 
m? x m? 矩阵 Nr — Wi 8 Wi; 
m? x m? 矩阵 万 — E(m?); (*m? 维 单位 矩阵 * ) 
SA b — (Mr (I — Nr)? @ D); (* 计算 平均 运行 时 间 *) 


return b 





问题 5.1.1 ”对 于 参数 n 之 30 的 情况 , An 元 环 上 进行 的 量子 游 走 的 平均 运行 时 间 是 
EWA n? 证 明 你 的 结论 。 


5.2 ”量子 图 理论 


在 上 一 节 中 , 我们 仔细 研究 了 量子 while 循环 的 可 终止 性 和 几乎 确定 可 终止 性 。 在 下 
节 中 将 会 看 到 , 量子 循环 的 可 终止 性 问题 是 量子 马尔 可 夫 链 可 达 性 问题 的 一 种 特殊 情况 。 实 
际 上 , 经 典 马尔 可 夫 链 已 被 广泛 用 于 对 随机 算法 和 概率 程序 的 验证 和 分 析 。 所以, 本 节 和 下 
一 节 将 致力 于 开发 量子 马尔 可 夫 链 可 达 性 分 析 的 理论 框架 和 一 些 算法 。 希望 这 能 够 为 进 一 
步 研究 量子 程序 的 算法 分 析 铺 平 道路 。 

经 典 马 尔 可 夫 链 的 可 达 性 分 析 技 术 主要 依靠 图 可 达 性 问题 的 算法 。 与 之 类 似 , 希 尔 伯 特 
空间 中 的 一 类 被 称 为 量子 图 的 图 结构 也 会 在 量子 马尔 可 夫 链 的 可 达 性 分 析 中 扮演 重要 角色 。 
因此 在 本 节 中 我 们 将 对 量子 图 理论 进行 简单 介绍 。 

可 以 将 本 节 和 下 一 节 看 作对 经 典 马尔 可 夫 链 可 达 性 分 析 进 行 的 量子 化 扩展 ; 读者 如 果 觉 
得 这 两 节 中 有 难以 理解 的 地 方 , 可 以 在 [29] 一 书 的 第 10 章 中 找到 相应 的 经 典 情况 作为 参考 。 
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5.2.1 ”基本 定义 


量子 图 结构 存在 于 量子 马尔 可 夫 链 中 。 所 以 我 们 将 从 量子 马尔 可 夫 链 的 定义 开始 描述 。 
经 典 马 尔 可 夫 链 是 一 类 二 元 组 (5, P), 其 中 S 是 有 限 状 态 集合 , P 是 转移 概率 矩阵 ; 即 映射 
P:5x5 一 [0,1], 且 该 映射 对 于 任意 的 se S 都 满足 


S Pligt) = 

tes 
其 中 P(s,t) 是 系统 从 状态 s 到 状态 t 的 概率 。 在 马尔 可 夫 链 (S, P) 中 潜在 包含 了 一 个 有 向 
图 。5 中 的 元 素 是 该 有 向 图 的 顶点 ， 图 中 的 邻接 关系 的 定义 为 : 对 于 任意 的 stes, WR 
P(s,t) > 0, 那么 图 中 存在 s 到 t 的 边 。 理 解 这 类 图 的 结构 会 对 分 析 马 尔 可 夫 链 (S, P) 有 所 
帮助 。 量 子 马尔 可 夫 链 是 对 经 典 马尔 可 夫 链 的 量子 化 扩展 : 经 典 马尔 可 夫 链 的 状态 空间 将 用 
希 尔 伯 特 空间 来 替代 , 而 转移 概率 矩阵 将 用 量子 操作 来 替代 ,其 中 量子 操作 是 (开放 式 ) 量 
子 系 统 的 离散 时 间 演 化 的 数学 形式 (参见 2.1.7 节 )。 

定义 5.2.1 量子 马尔 可 夫 链 是 一 类 二 元 组 多 二 (6,8)， 其中: 

(1) H 是 有 限 维 希 尔 伯 特 空间 。 

(2) E 是 空间 .和 中 的 量子 操作 (或 超 算 子 )。 

可 以 将 量子 马尔 可 夫 链 的 行为 大 致 描述 为 : 如 果 当 前 处 于 混 态 p， 那 么 下 一 步 将 处 于 
Elp) 态 。 所 以 量子 马尔 可 夫 链 (77,8) 是 一 个 以 H 为 状态 空间 ， 并 用 量子 操作 8 来 描述 
其 动态 变化 的 离散 时 间 的 量子 系统 。 从 量子 编程 的 角度 来 说 , 可 以 将 量子 马尔 可 夫 链 用 于 对 
量子 循环 (5.9) 的 循环 体 进行 建 模 。 

现在 我 们 对 量子 马尔 可 夫 链 名 = (97, €) 中 潜在 的 图 结构 进行 检验 。 首 先 , 我 们 引入 由 
量子 操作 8 来 表示 空间 0 中 的 量子 态 之 间 的 邻接 关系 。 为 此 我 们 需要 一 些 辅助 性 概念 。 回 
忆 前 面 的 内 容 , 9(. 和 ) 表示 空间 .和 中 的 局 部 密度 算 子 的 集合 , 即 满足 迹 tr(p) < 1 的 正定 算 
T p 的 集合 。 对 于 任意 的 6 的 子 空间 X, 我 们 将 由 X 扩展 成 的 .办 的 子 空间 记 为 spanX， 
Bl spanX 由 X 中 向 量 的 所 有 有 限 线性 组 合 构成 。 

定义 5.2.2 ”局 部 密度 算 子 pe OH) 的 支 集 supp(p) 是 由 p 的 非 零 特征 值 所 对 应 的 
特征 向 量 扩 展 成 的 H 的 子 空间 。 

定义 5.23 S{X J 代表 空间 H 中 的 一 类 子 空间 。{Xh} 中 的 连接 关系 是 这 样 定义 
的 : 


ey) 


特别 地 , 我 们 将 子 空间 X 和 了 之 间 的 连接 关系 记 为 X VY. 很 容易 发 现 V, Xi EH 
中 包含 所 有 Xr 的 最 小 子 空间 。 
定义 5.2.4 量子 操作 @ 作用 在 H 的 子 空间 X HRA 


&(X)= V supp(é (lw)(Y))) 


|vw)exX 
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直观 上 而 言 , 8(X) 是 由 X 中 的 所 有 态 在 E 的 作用 下 的 像 扩 展 成 的 of 的 子 空间 。 注 
意 在 8(X) 的 定义 式 中 , |w)(w| 是 纯 态 |b) 的 密度 算 子 。 

我 们 收集 了 密度 算 子 的 支 集 和 量子 操作 的 像 的 几 条 简单 属性 供 以 后 使 用 。 

命题 5.2.1 

(1) 如 果 对 于 所 有 的 入 > 0 ABA p= DO, Ane) He] 成 立 (但 是 |e) 之 间 不 一 定 相互 正 
交 ), 那么 supp(p) = span{|~x) }o 

(2) supp(p + o) = span(p) V supp(o) 

(3) 如 果 E 的 Kraus 算 子 和 表示 法 为 8 二 e Bio El, 那么 


E(X) = span{ Bily) : i € I and |4) € X} 


(4) &(X1 V X2) = E(X1) V (X2) 所 以 , X CY > E(X) € EY). 

(5) &(supp(p)) = supp(#(p)) 

练习 5.2.1 证明 命 题 5.2.1。 

基于 定义 5.2.2 和 5.2.4, 我 们 可 以 定义 量子 马尔 可 夫 链 中 的 态 〈 纯 态 和 混 态 ) 之 间 的 邻 
接 关系 。 

定义 5.2.5 C= H, E) 是 量子 马尔 可 夫 链 ，|W) ER 是 纯 态 且 Pa COOH) 是 混 
态 。 那 么 : 

(1) 如 果 |p) € supp(E (l)y), 那么 ly) 与 |b) AC 上 是 相 邻 的 ， 记 为 Y) 一 |2)。 

(2) 如 果 |y) € &(supp(p)), 那么 lp) 与 p 是 相 邻 的 ， 记 为 p 一 |p)。 

(3) 如 果 supp(o) C &(supp(p)), 那么 o 与 p 是 相 邻 的 ， 记 为 p— a0 

我 们 可 以 将 (7, —) 想象 成 “有 向 图 ”。 但 该 图 与 经 典 图 之 间 有 两 个 主要 区 别 : 

。 经 典 图 中 顶点 的 集合 通常 是 有 限 的 , 但 希 尔 伯 特 空间 20 却 是 一 个 连续 统 S 。 

。 经 典 图 中 除了 邻接 关系 之 外 没有 其 他 的 数学 结构 ， 但 是 空间 0 却 保有 线性 代数 结 

构 ,， 且 这 类 结构 在 图 (2, >) 的 搜索 算法 中 非常 重要 。 

我 们 将 在 下 文中 看 到 ， 量 子 图 与 经 典 图 之 间 的 这 些 差异 使 得 对 前 者 进行 分 析 要 比 对 后 者 进 
行 分 析 更 加 困难 。 

现在 我 们 可 以 基于 邻接 关系 来 定义 本 节 的 核心 概念 , 即 量子 图 中 的 可 达 性 。 

定义 5.2.6 

(1) 量 子 马尔 可 夫 链 留 中 从 pp 到 的 路 径 是 多 中 的 相 邻 密度 算 子 的 序列 


T = po > Pı +++ > pn(n 2 0) 


其 中 supp(po) C supp(p) E pn = 00 


(2) 对 于 任意 的 密度 算 子 p 和 ogo， 如 果 都 存在 从 p 到 o 的 路 径 ， 那 么 我 们 称 在 SC LT 
以 从 p 到 达 oo 





任意 一 个 可 数 无 限 集合 (比如 自然 数 集 N) ER (集合 4 EEA A 的 所 有 子 集 组 成 的 集合 ) 被 称 作 
一 个 连续 统 。 一 一 译 者 注 
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定义 5.2.7 A E= (H, E) 是 一 个 量子 马尔 可 夫 链 。 对 于 任意 的 PE AH), CHE 
中 的 可 达 空 间 是 从 p 可 以 到 达 的 状态 扩展 的 H 的 子 空间 : 
Rep) = spand |h) E H : |p) RT UA p 到 达 的 态 } (5.20) 
注意 在 等 式 (5.20) 中 , 我 们 将 |w) 和 其 密度 算 子 |) (| 视 为 等 价 的 。 
经 典 图 理论 中 的 可 达 性 满足 传递 性 ; 即 如 果 从 顶点 可 以 到 达 顶 点 v, 从 顶点 v 可 以 到 
达 顶 点 w 那么 从 顶点 ww 一定 可 以 到 达 顶 点 w。 与 经 典 图 类 似 , 下 面 这 条 引 理 表明 量子 马尔 
可 夫 链 上 的 可 达 性 也 满足 传递 性 。 
引 理 5.2.1 (可 达 性 的 传递 性 ) ”对 于 任意 的 pa E D(H), 如 果 supp(p) C Zelo), AR 
4 Help) E Helo). 
练习 5.2.2 证明 引 理 5.2.1。 
我 们 现在 考虑 如 何 计算 量子 马尔 可 夫 链 中 的 态 的 可 达 空 间 。 为 了 能 够 获得 一 些 启发 , 让 
我 们 首先 思考 经 典 有 向 图 (V, E) 其 中 V 是 顶点 的 集合 且 ECV xV 是 邻接 关系 。E 的 传 
BAO: 
t(E) = |] E” = {(v,v') : RAB (V, E) 上 可 以 从 到 达 的 点 } 
n=0 


传递 闭 包 可 以 按照 如 下 方式 进行 计算 : 


其 中 |V| 是 顶点 的 个 数 。 我 们 可 以 对 这 种 情况 进行 量子 化 扩展 : 
定理 5.2.1 令 多 = (6,6) 是 量子 马尔 可 夫 链 。 如 果 d = dim, RAITEEN 
pEYDH), RANA: 


d-1 


Re(p) = V supp (6"(p)) (5.21) 
其 中 OR HEIRS 即 60 = .4( 空 间 32 的 单位 操作 ) 且 对 于 任意 的 ;> 0 都 有 
Et) = Go & 
证 明 : 我 们 首先 证 明 从 p 可 以 到 达 y) 当 且 仪 当 存 在 i > 0 使 得 |w) € supp (E*(p)) 成 
We 实际 上 如 果 从 p 可 以 到 达 |b), 那么 存在 pi1,… , pi-1 满足 : 
p= py Fee pia — bp 
通过 命题 5.2.1(5), 我 们 可 以 得 到 : 
|V) € supp(@(pi-1)) = &(supp(pi-1)) 
C &(supp(pi-2)) 
= supp (€?(p;-2)) C --- C supp (6"(p)) 





O RR 是 一 种 二 元 关系 , 其 传递 闭 包 记 为 t(R) 含义 是 包含 RR 的 集合 X 上 的 最 小 传递 关系 。 比 如 对 于 一 个 节点 
i, 如 果 j 能 到 i, i 能 到 k, 那么 j 就 能 到 k。 求 传递 闭 包 , 就 是 把 图 中 所 有 满足 这 种 传递 性 的 节点 对 都 找 出 
RK. i PEATE 
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相反 , 如 果 ly) € supp (81(p)), 那么 
p > Elp) +--- + &"(p) = |p) 
AM p 可 以 到 达 |w)。 因 此 它 满足 
He(p) = span{|w) :从 p 可 以 到 达 |w)} 
= span [Uo eg 


一 V supp (E*(p)) 
现在 对 于 任意 ”> 0, 我 们 取 : 
Xn = V supp (6*(p)) 
那么 我 们 可 以 得 到 一 个 A 的 子 空间 中 的 递增 序列 
Xo E Ki Cer C Xn C Kar EE 
令 对 于 任意 的 n>0 都 有 dn =dimX,, BA 


do Sdi S= dR 


注意 对 于 所 有 的 n 都 有 dn < d。 因 此 一 定 存在 ”使 得 dn = dny 成 立 。 假设 N 是 使 得 
dn = doi 成 立 的 最 小 的 整数 no BARNA 
0 < dim supp(p) = dp < dı < --- < dy-ı <dn Sd 
HEN <d-1. A-AM, Xy 和 XN+l ME Z 的 子 空间 ，XN C Xyp H dim XN = 
dim XN+1。 因此 XN = XN+1。 我 们 可 以 对 使 用 归纳 法 来 证 明 对 于 任意 的 大 > 1 都 满足 
supp (6%t*(p)) C Xn 
所 以 Be(p) = XN。 z 


5.2.2 “末端 强 连 通 分 量 


在 上 一 节 中 , 我 们 仔细 定义 了 量子 马尔 可 夫 链 中 的 图 。 本 节 我 们 将 对 其 数学 结构 进行 检 
验 。 在 经 典 图 理论 中 , 末端 强 联 通 分 量 (Bottom Strongly Connected Component, BSCC) 昌 是 
研究 可 达 性 问题 的 重要 工具 。 在 对 由 马尔 可 夫 链 进行 建 模 的 概率 性 程序 的 分 析 过 程 中 也 经 
常用 到 它 。 本 节 中 , 我 们 将 对 这 个 概念 进行 量子 化 扩展 。BSCC 的 量子 版 本 将 会 是 下 一 节 给 
出 的 量子 马尔 可 夫 链 的 可 达 性 分 析 算 法 的 基础 。 

我 们 首先 引入 一 个 辅助 性 概念 。 令 X 是 .和 的 子 空间 且 8 是 .pp 中 的 量子 操作 。 那么 
E 在 上 的 约束 是 XX 中 的 量子 操作 Cx, 该 量子 操作 的 定义 为 : 


Ex (p) = Px €(p)Px 





O 在 有 向 图 G 中 , 如 果 两 个 项 点 w Av; 间 有 一 条 从 vi 到 v; 的 有 向 路 径 , 同时 还 有 一 条 从 wj 到 w 的 有 向 
路 径 ， 则 称 两 个 顶点 强 连 通 。 如 果 有 向 图 G 的 每 两 个 顶点 都 强 连通 , 则 称 G 是 一 个 强 连 通 图 。 有 向 图 的 极 大 
强 连通 子 图 称 为 强 连通 分 量 。 一 一 译 者 注 
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对 于 所 有 的 pe A(X) 都 成 立 , 其 中 Px 是 向 空间 X 进行 投影 的 投影 算 子 。 有 了 这 个 概念 ， 
我 们 可 以 对 量子 马尔 可 夫 链 中 的 强 联通 性 进行 定义 。 

定义 5.2.8 S0=(H,E) 是 量子 马尔 可 夫 链 。X 是 .和 的 子 空间 。 如 果 对 于 任意 的 

ly), |b) E X 都 满足 : 

ly) E Rex (V) |v) E Bex (p) (5.22) 
那么 我 们 称 X 在 多 中 强 联通 , KP p= loll Fv = |v) (U| 分 别 是 相对 应 的 纯 态 |p) 和 
|w) 的 密度 算 子 , 量子 马尔 可 夫 链 Cx = (X,Ex) AC KX LWHAR, Bey (.) 表示 Cx 中 
的 可 达 空 间 。 

直观 上 而 言 , 条 件 (5.22) 表明 对 于 任意 两 个 属于 X 的 态 |p) 和 ld), 从 |p) 可 以 到 达 
Iw) ELM |w) 可 以 到 达 |P)。 

我 们 将 多 中 所 有 属于 7 的 强 联通 子 空 间 的 集合 记 为 SCE). BA SCE) 满足 集合 包 
BRA C, 即 (SC(%), 5) 是 一 种 偏 序 (参考 定义 3.3.2)。 为 了 进一步 检验 这 种 偏 序 , 我 们 需 
要 回忆 几 个 关于 格 理论 的 概念 。 令 (LC) 是 一 种 偏 序 。 如 果 任意 两 个 属于 OL 的 元 素 z Al y 
是 可 比较 的 , 即 z Cy 或 者 yr, 那么 我 们 称 L 是 以 C 来 进行 线性 排序 的 。 如 果 工 的 任 
BTS K 可 以 通过 C 来 线性 排序 ， 且 在 工 中 存在 最 小 上 界 UK, 那么 我 们 称 偏 序 (L, CC) 
是 可 归纳 的 。 

引 理 5.2.2 ” 偏 序 (SC(G),C) 是 可 归纳 的 。 

练习 5.2.3 证明 引 理 5.2.2。 

现在 我 们 思考 偏 序 (SC(%), C) 中 的 一 些 特殊 元 素 。 回 想 一 下 , 假设 x 是 偏 序 集 (LC) 
中 的 元 素 , 如 果 对 于 任意 的 ye L, xz Cy 成 立 则 x = y, 那么 我 们 称 > EL 中 的 最 大 元 素 。 

合 论 中 的 Zorn 引 理 断言 : 每 个 可 归纳 偏 序 都 至 少 有 一 个 最 大 元 素 。 

EX 5.2.9 (SC(%),C) 中 的 最 大 元 素 被 称 为 C 中 的 强 联通 分 量 (SCC). 

为 了 定义 量子 马尔 可 夫 链 中 BSCC 的 概念 , 我 们 需要 再 引入 一 个 关于 不 变 子 空间 的 辅 
助 概念 。 

定义 5.2.10 六 是 .四 的 一 个 子 空间 ,8@ 是 量子 操作 。 如 果 EX) CX RA, 那么 我 
Wk X 在 8 的 作用 下 是 不 变 的 。 

包含 关系 8(X) CX 背后 的 基本 思想 是 量子 操作 8 不 能 把 X 中 的 态 移动 到 X 之 外 的 
ALE. 假设 量子 操作 8 的 Kraus 表示 法 为 8 =O, Eio Bi。 那 么 从 命题 5.2.1 可 以 得 出 : X 
E e 的 作用 下 是 不 变 的 当 且 仅 当 X 在 Kraus 算 子 E; : EX CX 的 作用 下 是 不 变 的 。 

下 面 这 条 定理 介绍 了 不 变 子 空间 的 一 个 有 用 的 性 质 : 量子 操作 不 会 减 小 量子 态 落 入 不 
变 子 空间 的 概率 。 

定理 5.2.2 26 =(H,€) 是 一 个 量子 马尔 可 夫 链 。 如 果 . 知 HFEMX AE 的 作 
用 下 是 不 变 的 ,那么 我 们 有 : 





tr(Px &(p)) > tr(Pxp) 
对 于 任意 的 pE OH) 都 成 立 。 
证 明 : 可 以 证 明 对 于 任意 |w) e .和 o 都 有 


tr(Px & (|b) (Yl)) > tr (Px l4) (bl) 
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B e =; Bio El E |b) = |r) + |e), SEF |i) © X H lyo) E€ X+. AW X E e 的 作 


a £ P tr (Px Bilbo) (vat) = Dtr (Elva) (vill Px) 
= Dt (Bile) (lEt) = Sal] Bila) = (Wala) = 0 
与 之 类 似 
be Str (Px Bileu)(valz}) =0 180 


此 外 , 我 们 可 以 得 出 
c£ So tr (Px Bila) (dalE!) > 0 


因此 ， 


tr(PxE(y)(yD) = Dt (Px Eilh) (wlB!) +a+b+e 


t 


> J tr (Px Bila) lE) = Sale] Eia) 


2 


= (plp) = tr(Px|v) (Vv) 


现在 我 们 来 介绍 本 节 的 重要 概念 ， 即 末端 强 连通 分 量 。 

定义 5.2.11 令 多 = (和 ,8@) 是 一 个 量子 马尔 可 夫 链 。X RH 的 子 空间 , wX A 
C 的 一 个 强 连 通 分 量 (SCC) AX AE 的 作用 下 是 不 变 的 ,那么 我 们 称 义 BO 的 末端 强 
连通 分 量 (BSCC)。 

例子 5.2.1 RRO = ( 知 ,B) 是 以 H = span{|0),… ,|4)} 为 状态 空间 ， 且 以 8 = 
> o EI 为 量子 操作 的 量子 马尔 可 夫 链 ， 其 中 E 的 Kraus 算 子 为 

1 1 
= AK A 

1 1 3 > 

E; = gl Ohl + |2)(633|), Ea = yg lO) Col + |2) (6331) 


Ey A911 + |3)(6331), Ez = -5 (11) (801! + 13) (9231) 


E; = = doya + [1) (4| + |2) (4| + 413) (4| + 914) (4|) 


103) = (li) + |3))/v2 (5.23) 


很 容易 验证 B = span{|0),|1)} 是 量子 马尔 可 夫 链 C 的 一 个 BSCC。 实 际 上 ， 对 于 任意 
Ib) = al0) + 811) € B, RAMA: 


E (leh) l) = (10) 0] + |1) (11)/2 
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BSCC 的 特性 


为 了 帮助 读者 更 好 地 理解 这 些 概 念 ， 我们 给 出 BSCC 的 两 个 特性 。 第 一 个 特性 非常 简 
单 ， 它 是 从 可 达 子 空间 的 角度 来 描述 的 。 

引 理 5.2.3 FER X 是 量子 马尔 可 夫 链 C 的 BSCC 当 且 仅 当 对 于 任意 的 |p) eX 
都 有 Relee) = Xo 

证 明 : “ 当 ” 这 部 分 的 证 明 很 简单 ,， 这 里 不 再 进行 描述 。 我 们 只 证 明 “ 且 仅 当 ” 这 一 部 
分 。 假设 X 是 BSCC。 通 过 X 的 强 连通 性 , 我 们 有 对 于 所 有 的 y) EX, Zelee) 2X 
都 成 立 。 另 一 方面 , 对 于 任意 属于 X 的 向 量 |p), 通过 X 的 不 变性 , 即 8(X) CX, 很 容易 
证 明 如 果 |b) 可 以 从 o) 到 达 , 那么 |) EX. MA Be(|y)(y|) EX。 口 

BSCC 的 第 二 个 特性 有 一 些 复杂 。 我 们 需要 借助 量子 操作 的 不 动 点 的 概念 对 它 进 行 描 
述 。 

定义 5.2.12 

(1) p 是 在 空间 H 中 的 密度 算 子 , 如 果 6(p) =p ML, 那么 我 们 称 p 为 量子 操作 如 的 
不 动 点 态 。 i 

(2) p 是 量子 操作 E 的 一 个 不 动 点 态 , WRE 的 任意 不 动 点 态 0 满足 supp(c) C supp(p) 
REM) o =p, 那么 我 们 称 p RE 的 最 小 不 动 点 态 。 

下 面 这 条 引 理 对 在 量子 操作 8 作用 下 的 不 变 子 空间 和 & 的 不 动 点 态 之 间 的 密切 关系 进 
行 说 明 。 该 引 理 是 定理 5.2.3 的 证 明 过 程 的 重要 步骤 。 

引 理 5.2.4 如果 p 是 8 的 不 动 点 态 , 那么 supp(p) EC 的 作用 下 是 不 变 的 。 反 过 来 
th, PRX KE 的 作用 下 是 不 变 的 ,那么 存在 E 的 不 动 点 态 px 满足 supp(px) X. 

练习 5.2.4 证 明 引 理 5.2.4。 

现在 我 们 可 以 给 出 BSCC 的 第 二 个 特性 , 该 特性 为 BSCC 和 最 小 不 动 点 态 之 间 建 立 了 
联系 。 

定理 5.2.3 FEM X 是 量子 马尔 可 夫 链 留 = (H,E) 的 一 个 BSCC 当 且 仅 当 如 存在 
满足 supp(p) = X 的 最 小 不 动 点 态 po 

证 明 : 我 们 首先 证 明 “ 当 ”这 部 分 。 令 p 是 一 个 满足 supp(p) = X 的 最 小 不 动 点 态 。 通过 
引 理 5.2.4 可 以 得 到 , X 在 8 的 作用 下 是 不 变 的 。 再 通过 引 理 5.2.3, 我 们 可 以 证 明 对 于 任意 
的 Jp) E X, Zelo ol) = X ABRIL. 假设 反 过 来 存在 满足 Za(| 办 人 yy) S X WAS |w) EX。 
那么 通过 引 理 5.2.1, 我 们 可 以 证 明 Zelt) 在 E 的 作用 下 是 不 变 的 。 通过 引 理 5.2.4, 我 
们 可 以 找到 一 个 不 动 点 态 py 满足 


supp(py) E He (|v) (pl) EX 


这 与 假设 p 是 一 个 最 小 不 动 点 态 相 矛盾 。 

再 证 明 “ 且 仅 当 ”这 部 分 。 假设 X 是 一 个 BSCC。 MAX 在 8 的 作用 下 是 不 变 的 , H 
通过 引 理 5.2.4, 我 们 可 以 找到 一 个 满足 supp(px) CX 的 8 的 最 小 不 动 点 态 pxo W |p) € 
supp(px)。 通 过 引 理 5.2.5 我 们 可 以 得 到 : Be (|b) (|) = XX。 但 是 再 次 使 用 引 理 5.2.4, 我 们 发 
现 supp(px) 在 8 的 作用 下 是 不 变 的 , 所 以 yg(|w)(w|) C supp(px)。 因 此 supp(px) = X. O 
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正如 上 文 所 述 , BSCC 在 分 析 量 子 马尔 可 夫 链 的 过 程 中 将 会 扮演 重要 角色 。BSCC 的 这 
个 应 用 不 仅 基 于 我 们 对 其 结构 的 理解 〈 参 考 引 理 5.2.3 和 定理 5.2.3)， 也 基于 它们 相互 之 间 
的 关系 。 下面 这 条 引 理 对 两 个 不 同 BSCC 之 间 的 关系 进行 了 说 明 。 

引 理 5.2.5 

(1) X 和 了 是 量子 马尔 可 夫 链 多 中 任意 两 个 不 同 的 BSCC, AINA XAY = {0} 
(0 维 希 尔 伯 特 空间 )。 

(2) 如 果 和 和 了 是 留 的 两 个 不 同 的 BSCC A dimX AdimY, 那么 它们 是 正 交 的 ， 即 
yay: 

证 明 : 

(1) 假设 存在 一 个 非 零 的 向 量 p) e XNnY。 那 么 通过 引 理 5.2.3， 我 们 可 以 得 到 X = 
Hz(|p)(p|) =Y, SRR X AY WF. 因此 XAY = {0}。 

(2) 因为 完成 这 个 证 明 需 要 借助 下 一 节 介 绍 的 定理 5.2.5， 所 以 我 们 将 这 个 证 明 放 在 5.4 
节 中 。 口 
5.2.3 ”状态 希 尔 伯 特 空间 的 分 解 

前 面 两 个 小 节 对 量子 马尔 可 夫 链 中 的 图 结构 进行 了 定义 , 并 对 BSCC 的 概念 进行 了 量 
子 化 扩展 。 在 这 个 小 节 中 , 我 们 将 通过 对 状态 希 尔 伯 特 空间 的 分 解 来 进一步 研究 量子 马尔 可 
夫 链 中 的 图 结构 。 

回忆 一 下 , 在 经 典 马尔 可 夫 链 中 ,如 果 一 个 状态 的 进程 以 非 零 的 概率 不 再 返回 其 自身 ， 
我 们 就 称 这 个 状态 为 瞬 态 ; 如 果 返 回 的 概率 为 1， 则 称 这 个 状态 为 循环 态 。 众所周知 ， 在 一 
个 有 限 状态 马尔 可 夫 链 中 , 一 个 态 是 循环 态 当 且 仅 当 它 属于 BSCC, 因此 马尔 可 夫 链 的 状态 
空间 可 以 分 解 为 一 类 BSCC 和 一 个 瞬 态 子 空间 的 并 集 。 本 小 节 的 目的 是 对 该 结论 进行 量子 
化 扩展 。 对 状态 希 尔 伯 特 空间 进行 的 这 种 分 解 是 下 一 节 中 介绍 的 量子 马尔 可 夫 链 可 达 性 分 
析 算 法 的 基础 。 


瞬 态 子 空间 


我 们 先 对 量子 马尔 可 夫 链 的 瞬 态 子 空间 的 概念 进行 定义 。 可 以 将 有 限 状 态 的 经 典 马尔 
可 夫 链 中 的 瞬 态 等 价 地 描述 为 : 一 个 态 是 瞬 态 当 且 仅 当 系 统 停 留 在 这 个 状态 上 的 概率 最 终 
会 变 为 0。 这 一 观察 启发 了 下 面 这 个 定义 : 
定义 5.2.13 ”量子 马尔 可 夫 链 多 = (60,8) 中 的 子 空间 X CH 如 果 满 足 对 于 所 有 的 
pEDIH) 都 满足 : 
Jim tr (Px&*(p)) =0 (5.24) 


其 中 Px 是 向 X HRY, MAX ABATE, 

直观 上 而 言 , tr (PxE*(p)) 代表 执行 大 次 量子 操作 e 之 后 , 系统 状态 落 入 子 空间 X 的 
概率 。 所 以 等 式 (5.24) 表明 系统 停留 在 子 空间 X 上 的 概率 最 终 会 变 为 0。 

从 上 述 定义 中 我 们 可 以 得 出 : 如 果子 空间 X CY AY 是 瞬 态 子 空间 , 那么 X 也 是 瞬 
态 子 空间 。 有 了 这 个 概念 , 我 们 就 可 以 理解 最 大 瞬 态 子 空间 的 结构 了 。 幸 运 的 是 ,最 大 瞬 态 
子 空间 具有 一 种 简洁 的 特性 。 为 了 给 出 这 种 特性 ,我 们 需要 先 介绍 ， 
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定义 5.2.14 令 8 是 属于 空间 Z 的 量子 操作 。 那 么 它 的 渐 近 均值 为 : 
2 iy Se 
boo = taya" (5.25) 


从 引 理 3.3.4 可 以 得 出 Eo 也 是 量子 操作 。 

接 下 来 的 引 理 对 量子 操作 的 不 动 点 态 和 它 的 渐 近 均值 之 间 的 关系 进行 说 明 。 在 定理 5.2.4 
的 证 明 过 程 中 会 用 到 这 一 关系 。 

引 理 5.2.6 

(1) 对 于 任意 的 密度 算 子 p, Eoo(p) 都 是 8 的 一 个 不 动 点 态 。 

(2) 对 于 任意 的 不 动 点 态 o, AA supp(a) C (HM) 

练习 5.2.5 ”证明 引 理 5.2.6。 

现在 我 们 将 从 渐 近 均值 的 角度 对 最 大 瞬 态 子 空间 的 特性 进行 描述 。 

定理 5.2.4 A C= (H, E) 是 一 个 量子 马尔 可 夫 链 。 那 么 在 8 的 渐 近 均值 作用 下 的 
空间 HO 的 像 的 正 交 和 补 

Te =E) 

RE 中 的 最 大 不 变 子 空 间 ， 其 中 上 代表 该 集合 为 正 交 补 (参考 定义 2.1.7(2))。 

证 明 : S P 是 向 子 空间 Te 进行 的 投影 。 对 于 任意 的 pe OH), 我们 设 对 于 任意 的 
k > 0 都 满足 pk = tr (PE*(p))。 因 为 Ex) E E 的 作用 下 是 不 变 的 , 那么 通过 定理 5.2.2 
我 们 可 以 发 现 {pk} 是 非 递 增 序列 。 所 以 该 序列 的 极限 poo = limp oo pe 并 不 存在 。 此 外 ， 


为 
supp(éæ(P)) E F0(H) 
所 以 有 
1 N 
0 = tr(P&o(p)) = tr (> dim, a 2 sro) 
1 N 
= jim = 2 tr (PE"(p)) 
he 
= pin, ay Pe 


n=1 
N 


Si 
dim 47 2 Poo = Poo 


n=1 
因此 po =0, H Te 在 任意 p 的 作用 下 都 是 不 变 的 。 
接 下 来 证 明 Te 是 C 的 最 大 不 变 子 空间 。 首 先 我 们 注意 到 


supp(éoo(1)) = El 2) 


$ o= Bo(1/d)。 那么 通过 引 理 5.2.6, 可 以 得 出 o 是 满足 supp(c) = TA 的 不 动 点 态 。 假设 
Y 是 不 变 子 空间 。 那么 我 们 可 以 得 出 


tr(Pyo) = lim tr (Py@’(o)) =0 


W 
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这 表明 Y 1 supp(c) =T}. MA, RANA Y C Teo 口 
BSCC 分 解 


在 介绍 了 不 变 子 空间 的 概念 之 后 , 我 们 现在 来 考虑 如 何 对 量子 马尔 可 夫 链 © = (3,E) 
的 状态 希 尔 伯 特 空间 进行 分 解 。 首 先 , 可 以 简单 地 将 该 空间 分 为 两 部 分 : 


其 中 @ 代表 (EX) 加 法 (参考 定义 2.1.8), E EA) 是 整个 状态 希 尔 伯 特 空间 在 渐 近 均 
{fH &。 作用 下 的 像 。 从 定理 5.2.4 我 们 已 经 知道 Eol A) 是 最 大 不 变 子 空间 。 所 以 接 下 来 
要 做 的 就 是 研究 El W) 的 结构 。 

我 们 是 基于 下 面 这 条 关键 引 理 来 对 CW. (0) 进行 分 解 的 。 它 说 明了 如 何 从 不 动 点 态 中 
减 去 另 一 个 不 动 点 态 。 

引 理 5.2.7 令 D 和 是 两 个 属于 E 的 不 动 点 态 ， 且 supp(c) G supp(p)。 那 么 存在 另 
一 个 不 动 点 态 7 满足 : 

(1) supp(7) -L supp(o) 

(2) supp(p) = supp(7) © supp(o) 

直观 上 而 言 , 可 以 将 上 述 引 理 中 的 态 7 理解 为 p ME o 的 差 。 读 者 可 以 在 5.4 节 中 找 
到 该 引 理 的 证 明 。 

重复 使 用 上 述 引 理 就 可 以 推导 出 &。(: 知 ) 的 BSCC 分 解 。 

定理 5.2.5 A E= (H, E) 是 一 个 量子 马尔 可 夫 链 。 那么 可 以 将 E(H) 分 解 为 属于 
C 且 相互 正 交 的 BSCC 的 直 和 。 

证 明 : WHA Eli) 是 属于 E 的 不 动 点 态 , 且 


— (4 (3)) = Eo (H) 


其 中 d= dim . 知 。 那 么 我 们 可 以 证 明 : 
。 声明: S p 是 属于 E 的 不 动 点 态 。 那 么 supp(p) 可 以 分 解 为 一 些 相互 正 交 的 BSCC 
的 直 和 。 
实际 上 , WR p 是 最 小 不 动 点 态 , 那么 通过 定理 5.2.3, 我 们 可 以 得 到 supp(p) 本 身 就 是 
一 个 BSCC, 证 明 完 成 。 否 则 通过 引 理 5.2.7, 我 们 可 以 得 到 两 个 具有 更 小 正 交 支 集 的 不 动 点 
态 。 重 复 这 个 过 程 ， 我 们 可 以 得 到 一 个 最 小 不 动 点 态 集合 pl, … ,pk。 该 集合 中 的 元 素 所 对 
应 的 支 集 相互 正 交 ,， 且 满足 


k 
supp(p) = D supp(pi) 


最 后 ,从 引 理 5.2.4 和 定理 5.2.3 中 我 们 可 以 得 出 任意 一 个 supp(pi) 都 是 BSCC. o 
现在 我 们 终于 完成 了 在 本 节 开 始 时 介绍 的 分 解 。 结 合 定理 5.2.4 和 5.2.5, 我 们 发 现 量子 
马尔 可 夫 链 多 = (HE) 的 状态 希 尔 伯 特 空间 可 以 分 解 为 一 个 不 变 子 空 间 和 一 类 BSCC 之 

间 的 直 和 : 
KH = Bı ®©- O Bu OTs (5.26) 
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其 中 B; 是 属于 名 的 正 交 BSCC, Te 是 最 大 不 变 子 空间 。 

上 述 定理 说 明 量子 马尔 可 夫 链 存在 BSCC 分 解 。 那 么 会 有 一 个 新 的 问题 出 现 : 这 种 分 
解 是 唯一 的 吗 ? 我 们 都 知道 经 典 马尔 可 夫 链 的 BSCC 分 解 是 唯一 的 , 但 是 对 于 量子 马尔 可 
夫 链 却 并 非 如 此 。 

例子 5.2.2 SEFHRTRRE =(H,E) 是 按照 例子 5.2.1 的 方式 给 出 的 。 那 么 : 


Bı =span{|0),|1)}, B2 = span{|2), |3)} 
Dı = span{|49p, loh}, Dz = span{|002, |013} 


都 是 BSCC， HP Az (04) 是 通过 公式 (5.23) 定义 的 。 显然 Te = span{|4)} 是 最 大 不 变 子 空 
间 。 此 外 ， 我 们 有 两 个 不 同 的 分 解 方式 : 


KH = Bı @ B2 OTe = Dı @ D2 OTe 


虽然 量子 马尔 可 夫 链 的 BSCC 分 解 不 是 唯一 的 ， 但 是 这 些 不 同 的 分 解 方式 具有 弱 唯 一 
性 : 任意 两 种 分 解 中 都 有 同样 多 的 BSCC, 且 这 两 种 分 解 方式 中 对 应 的 BSCC 具有 相同 的 维 
度 。 

定理 5.2.6 令 多 = (和 ,6) 是 量子 马尔 可 夫 链 ， 且 


x = B®- Bu Te =D, 0::-O®D,y OTs 


是 按照 公式 (5.26) 的 形式 进行 的 两 种 分 解 ，Bi 和 Di 都 是 根据 维度 递增 的 顺序 进行 排列 的 。 
那么 : 

(1) u=v 

(2) 对 于 任意 的 1&i 和 v MA dim B; = dim Di 成 立 。 

证 明 : 为 了 简化 , 我 们 记 bi = dim Bi, di = dim Di。 通 过 对 i 使 用 归纳 法 可 以 证 明 对 
于 任意 1 < i< min{u,v} 都 有 bi = di ROL, 因此 u = v 也 成 立 。 

首先 , 我 们 要 证 明 bi = di。 否则 令 bi < dio 那么 对 于 任意 的 j, 都 有 bi < dj; 成 立 。 
此 通过 引 理 5.2.5(2), RATA: 


By. L Dp, 
j=l 
但 是 我 们 同样 可 以 得 出 By 上 L Te。 所 以 满足 
(è ns) Te = KH 
j=1 


这 显然 是 矛盾 的 。 
现在 假设 我 们 已 经 证 明 对 于 任意 的 ;< 都 有 bi = di 成 立 。 我 们 要 证 明 bn = dn。 否则 
令 b,, < dn。 那 么 通过 引 理 5.2.5(2)， 我 们 有 : 


个 B; L D D; 
i=1 i=n 
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因此 
DBS Hd: 
d==1 all 
男 一 方面 , 我 们 有 
n n n—1 n—=1 
dim (è 5 = 3 i; = 5 di = dim (>) 
i=l i=l i=1 i=l 
这 显然 是 相互 矛盾 的 。 口 
分 解 算法 


我 们 已 经 证 明 量子 马尔 可 夫 链 的 BSCC 分 解 是 存在 的 且 具 有 弱 唯一 性 。 借 助 前 面 介绍 
的 理论 , 我 们 可 以 提出 一 种 用 于 寻找 量子 马尔 可 夫 链 的 BSCC 和 不 变 子 空间 分 解 的 算法 ; 参 
考 算法 2 和 程序 Decompose(X). 187 


算法 2 Decompose(%) 
输入 : 量子 马尔 可 夫 链 名 = (和 ,6) 
输出 : 正 交 BSCC 的 集合 {Bi}, 满足 2 = (Q; Bi) @ Te 的 瞬 态 子 空间 Te 
begin 
B — Decompose(@ (HX )); 
return Z, 6 (NX); 





end 


程序 Decompose(X) 
输入 : 8 的 不 动 点 态 所 在 的 子 空间 X 
输出 : 满足 X = BB; 的 正 交 BSCC 的 集合 {B;} 
begin 
6'« Px o@; 
多 一 集合 {2 PIAA: E'A) = A} 中 的 密度 算 子 基 ; 
if |A| = 1 then 
p 一 多 中 的 唯一 性 元 素 ; 
return{supp(p)}; 
else 


pip 一 多 中 两 个 任意 的 元 素 ; 

p= pi — po 的 正 部 分 ; 

Y — supp(p)+; (*X 中 supp(p) 的 正 交 补 集 * ) 
return Decompose(supp(p)) U Decompose(Y); 





end 


end 


本 节 最 后 , 我 们 将 对 BSCC 分 解 算法 的 正确 性 和 复杂 度 进行 分 析 。 下 面 这 条 引 理 是 求 
解 算法 2 的 复杂 度 的 关键 。 
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引 理 5.2.8 4(7,F) 是 一 个 满足 d = dim. 知 的 量子 马尔 可 夫 链 ， 其 中 pE AH). 
那么 : 
(1) TU Old?) 的 时 间 内 计算 出 渐 近 均值 态 Elp) 

(2) 可 以 在 O(d6) 的 时 间 内 计算 出 8 的 不 动 点 集 的 一 组 密度 算 子 基 : 


{属于 Z 的 算 子 A: eA) = A} 


为 了 方便 读者 阅读 , 我 们 将 这 个 引 理 的 证 明 放 在 5.4 节 中 。 

现在 我 们 可 以 对 算法 2 的 正确 性 和 复杂 度 进行 分 析 : 

定理 5.2.7 给 定 一 个 量子 马尔 可 夫 链 (XE), BFE 2 可 以 在 Old?) 的 时 间 内 
将 希 尔 伯 特 空间 HC 分 解 为 一 组 正 交 的 BSCC 和 一 个 属于 E 的 不 变 子 空间 的 直 和 ， 其 中 
d=dim#. 

证 明 : 算法 2 的 正确 性 可 以 从 定理 5.2.4 中 直接 得 出 。 

接 下 来 分 析 时 间 复 杂 度 , 观察 得 知 : 程序 Decompose(X) 的 非 递 归 部 分 可 以 在 Old) 的 
时 间 内 计算 完成 。 此 外 , 该 程序 还 需要 调用 自身 至 多 Old) 次 , 所 以 程序 Decompose(X) 的 整 
体 复杂 度 为 Old). 按照 引 理 5.2.8(1) 的 描述 , 算法 2 首先 花费 Old) 的 时 间 来 计算 Eol) 
并 将 计算 结果 作为 参数 传递 给 程序 Decompose(X)。 因 此 算法 2 的 整体 复杂 度 为 Old) O 

问题 5.2.1 ”本 节 介 绍 的 量子 图 理论 仅仅 是 为 量子 马尔 可 夫 链 的 可 达 性 分 析 提 供 必 要 
的 数学 工具 。 我 们 希望 通过 将 文献 [33] 中 更 多 图 理论 的 结论 进行 量子 化 扩展 ， 以 及 理解 经 典 
图 与 量子 图 之 间 的 本 质 区 别 的 方式 来 建立 更 完善 的 量子 图 理论 。 

问题 5.2.2 ak [76] 中 介绍 非 交 换 图 的 概念 是 为 了 对 量子 香农 信息 理论 中 的 信道 容 
量 的 特性 进行 描述 。 对 非 交 换 图 与 本 节 介 绍 的 量子 图 之 间 的 关联 进行 研究 将 会 非常 有 趣 。 


5.3 ”量子 马尔 可 夫 链 的 可 达 性 分 析 


我 们 在 上 一 节 中 仔细 介绍 了 量子 马尔 可 夫 链 的 图 结构 。 这 为 量子 马尔 可 夫 链 的 可 达 性 
分 析 提 供 了 必要 的 数学 工具 。 本 节 中 , 我 们 将 通过 前 一 节 介 绍 的 量子 图 理论 , 对 量子 马尔 可 
夫 链 的 可 达 性 以 及 它 的 两 种 变形 (重复 可 达 性 和 持续 性 ) 进行 研究 。 

从 练习 5.3.1 中 发 现 , 我 们 可 以 将 量子 while 循环 的 可 终止 性 问题 简化 为 量子 马尔 可 夫 
链 的 可 达 性 问题 。 实际 上 , 与 经 典 程序 和 概率 性 程序 类 似 , 当量 子 程序 的 语义 是 通过 量子 马 
尔 可 夫 链 建 模 描述 的 时 候 , 我 们 都 可 以 从 本 节 讨 论 的 可 达 性 和 持续 性 的 角度 对 其 进行 描述 。 
此 外 ,本 节 还 为 进一步 分 析 更 复杂 的 量子 程序 打下 基础 ， 比 如 3.4 节 定 义 的 递归 量子 程序 、 
非 确定 性 量子 程序 和 并 行 量子 程序 , 它们 的 语义 模型 都 是 对 量子 马尔 可 夫 链 的 扩展 ,比如 递 
归 量 子 马尔 可 夫 链 和 量子 马尔 可 夫 决 策 过 程 。 


5.3.1 ”可 达 性 概率 


我 们 首先 考虑 量子 马尔 可 夫 链 中 的 可 达 性 概率 。 可 以 将 它 进行 形式 化 定义 : 
定义 5.3.1 4 (0,E) 是 量子 马尔 可 夫 链 , p E OH) 是 初始 态 , X 是 属于 H 的 一 个 
子 空间 。 那么 从 状态 p 出 发 可 以 达到 X 的 概率 为 
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Pr(p EF OX) = Jim tr (Px@i(p)) (5.27) 


其 中 Ei 是 i 个 8 的 副本 的 组 合 ,， E 是 一 个 量子 操作 ， 其 定义 为 对 于 任意 的 密度 算 子 o 都 
满足 
(o) = PxoPx + 6 (PxioPx1) 


显然 , 因为 随 着 数字 i 的 增加 , 概率 tr (Px@'(p) ) 的 值 不 会 减 小 , 所 以 上 述 定义 中 存在 
极限 。 直观 上 而 言 , 我 们 可 以 将 E 视 为 一 种 程序 , 该 程序 首先 执行 投影 测量 (Px, Pri} A 
后 根据 测量 的 结果 来 选择 是 执行 单位 算 子 7 还 是 L. 
练习 5.3.1 
(1) 考 虑 量子 while 循环 (5.9) 的 一 种 特殊 情况 ， 这 种 情况 下 循环 卫 式 中 的 测量 是 投影 
测量 : 
M = {Mo = Px, Mı = Px} 


找 出 量子 马尔 可 夫 链 (HE) 中 的 可 达 性 概率 Pr(p H OX) 和 可 终止 性 概率 之 间 的 联系 : 
pr(p) = 1— lim PNY(O) 


其 中 p 是 初始 态 ,8 RMRAP HET, pl) 是 通过 式 (5.11) 5 (5.12) 进行 定义 
的 。 

(2) 任 意 的 一 般 性 测量 可 以 通过 一 个 投影 测量 加 上 一 个 么 正 变换 来 实现 (参考 2.1.5 节 )。 
说 明 如 何 将 一 般 性 循环 (5.9) 的 可 终止 性 问题 简化 为 量子 马尔 可 夫 链 的 可 达 性 问题 。 


可 达 性 概率 的 计算 


现在 我 们 来 看 看 如 何 通过 上 一 节 介绍 的 量子 BSCC 分 解 的 方法 来 计算 可 达 性 概率 (5.27). 


首先 注意 到 等 式 (5.27) 中 的 子 空间 X 在 E 的 作用 下 是 不 变 的 。 因此 (X, £) 是 量子 马尔 可 
KE. 很 容易 可 以 验证 E(X) = X。 因 此 根据 定理 5.2.5, 我 们 可 以 将 X 分 解 为 一 组 相互 正 
交 的 BSCC. 

下 面 这 条 引 理 表明 了 属于 一 个 BSCC 的 极限 概率 与 初始 态 的 渐 近 均值 存在 于 同一 个 
BSCC 的 概率 之 间 的 关系 。 

引 理 5.3.1 令 {Bi} Æ Ex) 的 一 个 BSCC HM, Pe, 是 向 B; 进行 的 投影 变换 。 那 
么 对 于 任意 的 i, RNA 


jim, tr (Pp,é*(p)) = tr (Pp, F0(p)) (5.28) 


对 于 任意 的 PE OH) 都 成 立 。 
证 明 : 我 们 将 向 Te = 6. (H)* 进行 的 投影 变换 记 为 P。 与 定理 5.2.4 的 证 明 过 程 相 类 
似 , 我 们 发 现 极限 
di 全 Jim tr (Pp,é*(p)) 
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是 存在 的 ， 且 tr (Pp; 600(p)) < dic 此 外 ， 我 们 有 : 
1=tr(T 一 PEe(O))= > | tr (Pa, So0(0)) 


< 2a 
= jim tr ((I — P)@*(p)) =1 


这 表明 qi = tr (Pp, Fo0(p))« 口 
上 述 引 理 与 定理 5.2.4 为 我 们 提供 了 一 种 计算 量子 马尔 可 夫 链 中 子 空 间 的 可 达 性 概率 的 
简单 的 方法 。 
定理 5.3.1 4 (HE) 是 量子 马尔 可 夫 链 , pEWH) LX 是 属于 H 的 子 空间 。 那 
么 
Pr(p H OX) = tr(Px &0(p)) 


且 可 以 在 Old?) 的 时 间 内 计算 出 这 个 概率 ， 其 中 d 代表 空间 KH 的 维度 。 
证 明 : 通过 引 理 5.3.1 和 定理 5.2.4, 我 们 可 以 直接 推导 出 


Pr(p H OX) = tr(Px &0(p)) 


再 通过 引 理 5.2.8(1) 可 以 得 到 计算 可 达 性 概率 的 时 间 复 杂 度 。 口 
应 当 指出 通过 证 明定 理 5.1.4 和 命题 5.1.2 时 所 使 用 的 方法 也 可 以 直接 计算 可 达 性 概率 
Pr(p F OX) 


5.3.2 ”重复 可 达 性 概率 


上 一 小 节 对 量子 马尔 可 夫 链 的 可 达 性 问题 进行 了 讨论 。 本 节 中 , 我 们 将 使 用 量子 BSCC 
分 解 的 方法 进一步 研究 量子 马尔 可 夫 链 的 重复 可 达 性 。 重 复 可 达 性 意味 着 系统 会 无 限 次 地 
满足 预期 的 条 件 。 重复 可 达 性 在 为 由 一 组 进程 组 成 的 并 发 程序 指定 公平 性 条 件 时 非常 重要 。 
公平 性 条 件 要 求 只 要 某 进 程 处 于 有 效 状 态 , 那么 它 往 往 会 无 限 次 参与 到 计算 过 程 中 。 


一 类 特殊 情况 


我 们 先 来 考虑 一 类 特殊 情况 : 如 果 一 个 量子 马尔 可 夫 链 (90, E) 从 纯 态 | 办 出 发 , 那么 
它 的 演化 序列 
(Ww) (Wl, Sb), EU) 


如 何 到 达 属 于 .和 的 子 空间 X 呢 ? 

因为 量子 测量 会 改变 被 测量 系统 的 状态 , 所 以 会 出 现 两 种 不 同 的 情况 。 第 一 种 情况 是 这 
样 的 : 对 于 任意 的 i > 0, 在 从 Wl 到 8i(|w)(w|) 的 i 次 演化 过 程 中 , 投影 测量 {Px, Px} 
仅 在 最 后 阶段 执行 号 。 





O 仅 执 行 一 次 。 —— 译 者 注 
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引 理 5.3.2 ( 单 次 测量 ) A B 是 属于 量子 马尔 可 夫 链 多 二 (#,E) 的 BSCC, X 是 一 
个 与 BB 不正 交 的 子 空间 。 那么 对 于 任意 的 lu) Ee B， 都 存在 无 数 个 i 使 得 下 式 成 立 : 
tr (Px&"(|p)(wI)) > 0 
证 明 : 因为 和 与 互 并 不 正 交 , 所 以 我 们 总 可 以 找到 一 个 满足 Px |y) 4 0 的 纯 态 |p) € Be 
对 于 任意 的 |v) e B, 如果 存在 整数 N, 使 得 对 于 任意 k > N 都 满足 
tr (Px&* (|) (b|)) = 0 
那么 
lp) ¢ Be (ENT Y) 
这 表明 可 达 空 间 Be (8N+1(|w)(w|)) 是 属于 B 的 不 变 子 空间 。 这 与 假设 B 是 BSCC HHA 
盾 。 因此 存在 无 数 个 i 使 得 
tr (Px€*(|p)(pI)) > 0 
成 立 。 Oo 
第 二 种 情况 中 , 在 从 |b) (v| 到 8i(|y)(w|) 的 i 次 演变 过 程 中 , 每 次 演变 过 程 的 最 后 阶 
段 都 会 执行 测量 {Px, Px.}: WR Px 所 对 应 的 测量 结果 是 可 观测 量 , 那么 程序 终止 ; 否则 
引 理 5.3.3 (AWE) 令 忆 是 量子 马尔 可 夫 链 贸 = (H,E) 4H BSCC, XBW 
子 空间 。 那么 对 于 任意 的 |p) EB, 我 们 有 
Jim tr (4* (|W)(Y)) =0 
其 中 量子 操作 I 是 属于 XL HE WAR, Bp 
YG(p) = Px (p)Px1 
对 于 所 有 密度 算 子 p 都 成 立 , 其 中 X+ AX 在 空间 .和 内 的 正 交 补 。 
证 明 : 通过 引 理 3.3.4, 可 以 得 到 极限 
1 N 
wt i g e 
存在 。 对 于 任意 |Y) €B, 我 们 声明 
Py = Goo(|b) (Wl) 
是 零 算 子 。 否则 很 容易 验证 py EY 的 不 动 点 。 此外， 因为 
6(py) = F (py) + PxE (py) Px = py + Px ê (py)Px 


H 8 具有 保 迹 性 , 所 以 tr(Px@(py)) = 0。 因此 Pxé(py) = 0, A py 也 是 属于 E 的 不 动 点 。 
注意 
supp(py) E XN B 
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通过 定理 5.2.3, 我 们 发 现 这 与 假设 B 是 BSCC HFA. 
现在 通过 上 述 声 明和 tr(9i(|w)(w|)) 不 会 随 着 i 的 增加 而 单调 递增 这 一 事实 , 我 们 可 以 
得 到 : 
jim tr (F (Iv) (|)) =0 
上 述 引 理 表明 , 如 果 将 X 作为 属于 BSCC B 的 吸收 边界 , 那么 可 达 性 概率 最 终 会 趋 近 
TOs o 
现在 我 们 来 研究 更 具 一 般 性 的 情况 : 以 通过 密度 算 子 p 来 表示 的 混 态 作为 初始 状态 。 首 
先 , 我 们 将 先前 的 引 理 进行 扩展 : 
定理 5.3.2 406=(#,F) 是 量子 马尔 可 夫 链 。 令 X 是 属于 .和 的 子 空间 ， 且 对 于 所 
有 的 密度 算 子 p 都 有 : 
F(p) = Px1&(p) Px. 


那么 接 下 来 的 两 条 语句 是 等 价 的 : 
(1) 子 空间 X+ 中 不 包含 BSCC。 
(2) 对 于 任意 的 pe AH), 都 有 


lim tr(Y‘(p)) = 0 


证 明 : 该 证 明 过 程 与 引 理 5.3.3 的 证 明 过 程 类 似 , 这 里 不 再 描述 。 口 

下 面 的 例子 是 对 定理 5.3.2 的 应 用 。 

例子 5.3.1 FRA n 元 环 上 进行 的 量子 游 走 (参考 5.1.3 节 )。 我 们 在 位 置 0 处 设 
置 吸收 边界 (而 5.1.3 节 是 在 位 置 1 处 设置 吸收 边界 )。 对 于 任意 的 初始 态 W), 我们 从 定 
理 5.3.2 中 可 以 得 知 由 于 没有 与 吸收 边界 正 交 的 BSCC， 所 以 不 可 终止 性 的 概率 会 逐渐 变 
为 0。 

基于 上 述 讨论 (特别 是 引 理 5.3.3 和 定理 5.3.2), 我 们 可 以 对 量子 马尔 可 夫 链 (H, e) 中 
的 重复 可 达 性 概率 的 一 般 形式 进行 定义 。 注意 El A) 是 不 变 子 空间 。 所 以 我 们 可 以 将 重 
点 放 在 El) Eo 

令 E= (H, E) 是 量子 马尔 可 夫 链 且 X 是 属于 EW) 的 子 空间 。 那 么 我 们 可 以 定 
义 : 


B(X) = fi) € bo(%): lim tr (F* (lb) wl)) = of 
其 中 对 于 任意 pe D(H) 都 有 


G(p) = Px1€(p) Px. 


成 立 。 直观 上 而 言 , 从 属于 2(X) 的 状态 |w) 开始 , 我 们 反复 地 执行 量子 操作 E, 且 每 一 步 
最 后 都 执行 测量 {X,X+}. 2(X) 的 定义 式 表明 系统 最 终 落 入 空间 Xt 的 概率 为 0, 也 就 是 
说 系统 总 是 可 以 到 达 空 间 X TA XX) 是 属于 H 的 子 空间 。 那 么 重复 可 达 性 概率 可 以 
基于 多 (X) 进行 定义 。 
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定义 5.32 令 留 = ( 知 ,B) 是 量子 马尔 可 夫 链 , X 是 属于 Z 的 子 空间 且 p 是 属于 
H 的 密度 算 子 。 那么 状态 p 满足 重复 可 达 性 rep(X) 的 概率 为 : 


PrpF rep(X)) = lim tr (Py(x)6*(p) (5.29) 


因为 2(X) 在 6 的 作用 下 是 不 变 的 , 所 以 Pr(p H rep(X)) 的 定义 是 明确 的 。 通过 定 

H 5.2.2, 我 们 发 现 序列 
{tr (Pg(x)6"(p))} 

是 非 递 增 的 , 因此 它 存在 极限 。 前 面 的 定义 并 不 容易 理解 , 为 了 帮助 读者 更 好 地 掌握 这 条 定 
X, 让 我 们 按照 下 面 这 种 方式 说 明 重复 可 达 性 概率 的 定义 式 (5.29)。 首先 对 于 任意 0 < 入 <1， 
从 公式 (5.29) 可 以 得 到 : Pr(p 上 rep(X)) > 入 当 且 仅 当 对 于 任意 的 e > 0， 都 存在 整数 使 
得 对 于 所 有 的 上 > N，E*(p) 会 以 > 和 一 的 概率 落 入 子 空间 多 (X)。 另 一 方面 ,我 们 已 经 
知道 从 属于 (X) 的 任意 状态 开始 ， 系 统 都 会 无 限 次 到 达 X。 因 此 从 状态 p 开始 ， 系统 能 
够 无 限 次 到 达 空 间 X. 

下 一 小 节 将 会 对 重复 可 达 性 概率 的 计算 和 持续 性 概率 的 计算 进行 讨论 。 


5.3.3 ”持续 性 概率 


本 小 节 将 研究 量子 马尔 可 夫 链 的 另 一 类 可 达 性 问题 , 我 们 称 这 类 问题 为 持续 性 。 持续 性 
意味 着 从 某 个 确定 的 时 间 起 ,系统 总 是 满足 预期 的 情况 。 正 如 上 节 所 述 , 因为 Eol) 是 
不 变 子 空间 , 所 以 我 们 可 以 更 多 地 将 注意 力 集中 在 El) Eo 

定义 5.3.3 46 = (和 ,6) 是 量子 马尔 可 夫 链 且 X 是 属于 EH) 的 子 空间 。 那 么 
属于 EH) 且 最 终 会 永远 属于 空间 XX 的 态 的 集合 为 


W(X) = {IW) € So(9) : (AN > 0)(Vk > N)supp (EWW) € X} 


从 它 的 定义 式 可 以 清楚 地 看 到 , YX) 是 由 这 样 的 一 些 纯 态 构 成 , 在 某 个 时 间 点 N 之 
后 能 够 到 达 的 纯 态 都 属于 X 我 们 给 出 一 个 简单 的 例子 来 对 Y(X) 和 AX) 的 概念 进行 说 
明 。 

例子 5.3.2 ”让 我 们 回顾 例子 5.2.1: 


Eol H) = span{|0), |1), |2}, |3)} 
(1) de RK X= span{|0), |1), |2)}, 那么 
E (X+) = supp(&0(/3)(3])) = supp((|2)(2| + 13)(3|)/2) 


E b(X) = E(X) Bb W(X) = By HX (X) = E(P) 
(2)4o R X =span{|3)}, 那么 


6x0(X~) = Bi © B2 


E G(X) = Boo Ait Z (X) = {0} L Z (X) = Boo 
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下 面 这 条 引 理 将 对 YX) 和 Q(X) 的 特性 进行 描述 , 并 说 明了 两 者 之 间 的 关系 。 

引 理 5.3.4 “对 于 任意 属于 EA) 的 子 空间 X, Y(X) 和 V(X) 都 是 属于 H 的 不 
变 子 空间 口 。 此 外 我 们 可 以 得 到 : 

(1) Z (X) = &(X) 

(2) Z (X) =Vpcx B= 2(X+)*, 其 中 B 的 取 值 遍历 所 有 的 BSCC， 且 它 的 正 交 补 属 
于 bs(H)o 

读者 可 以 在 5.4 节 中 找到 对 该 定理 的 证 明 。 

现在 我 们 可 以 对 量子 马尔 可 夫 链 的 持续 性 概率 进行 定义 。 

定义 5.34 A E= (H, E) 是 量子 马尔 可 夫 链 ，X 是 属于 H 的 子 空 间 且 p 是 属于 
H 的 密度 算 子 。 那么 状态 p 满足 持续 性 pers(X) 的 概率 为 : 


Pr(p  pers(X)) = lim tr (Pa(x)6*(p)) 
因为 Y(X) 在 8 的 作用 下 不 变 , 所 以 通过 定理 5.2.2 可 以 得 到 
{tr (Py(x)6"(p))} 


是 非 递增 序列 , 因此 Pr(p H pers(X)) 是 定义 明确 的 。 可 以 按照 对 定义 5.3.2 的 理解 方式 来 
理解 上 述 定 义 。 对 于 任意 的 0< 入 <1, Pr(p H pers(X)) > 入 当 且 仅 当 对 于 任意 的 e> 0, 都 
存在 整数 N 满足 对 于 任意 的 大 > N, 8*(p) 会 以 不 小 于 和 一。 的 概率 落 入 子 空间 Y(X). 此 
外 , 从 属于 U(X) 的 任意 状态 出 发 , 经 过 某 个 时 间 点 后 能 够 到 达 的 所 有 状态 都 一 定 属于 X。 
因此 定义 5.3.4 与 本 节 首 段 对 持续 性 弓 的 描述 是 一 致 的 。 

结合 定理 5.3.1 和 引 理 5.3.4, 我 们 可 以 得 到 本 节 的 主要 结论 : 


定理 5.3.3 
(1) 重 复 可 达 性 概率 为 : 
Pr(p 上 rep(X)) = 1 — tr (Pa(x)+&0()) 
= 1— Pr (p pers (X*)) 
(2) 持 续 性 概率 为 : 
Pr(p H pers(X)) = tr(Py(x)éoo(p)) 
重复 可 达 性 概率 和 持续 性 概率 的 计算 


现在 我 们 来 考虑 如 何 对 量子 马尔 可 夫 链 的 重复 可 达 性 概率 和 持续 性 概率 进行 计算 。 基 
于 定理 5.3.3(2), 我 们 可 以 给 出 一 种 计算 持续 性 概率 的 算法 ; 参考 算法 3。 





O W(X) M 2(X) E E 的 作用 下 不 变 ,一 一 译 者 注 
O 持续 性 意味 着 从 某 个 确定 的 时 间 起 , 系统 总 是 满足 预期 的 情况 。 一 一 译 者 注 
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算法 3 Persistence(X, p) 
输入 : 量子 马尔 可 夫 链 (97,8), 子 空间 X CH, 初始 态 pE D(H) 
输出 : 概率 Pr(p H pers(X)) 
begin 








po © Boolp); 

Y &(X+); 

P 一 向 空间 Y+ 做 的 投影 ; CY 是 空间 (HH) FY 的 正 交 补 集 *) 
return tr(Ppoo) 


end 


定理 5.3.4 ”给 定 一 个 量子 马尔 可 夫 链 (HE), 初始 状态 为 pe (6), X 是 属于 H 
的 子 空间 。 算 法 3 可 以 在 O(ds) 的 时 间 内 计算 出 持续 性 概率 Pr(p H pers(X))， 其 中 d 代表 
空间 KH 的 维度 。 

证 明 : 算法 3 的 正确 性 可 以 从 定理 5.3.3(2) 推导 得 出 。 该 算法 的 时 间 复 杂 度 主要 受 计 
算 Elp) 和 &。(XL) 时 需要 进行 的 Jordan 分 解 的 时 间 复 杂 度 所 影响 ,因此 时 间 复 杂 度 为 
O(d8). 口 

通过 定理 5.3.3(1), 我 们 发 现 也 可 以 将 算法 3 用 于 计算 重复 可 达 性 概率 Pr(p 上 F rep(X))。 

本 节 最 后 我 们 提出 一 个 有 待 研究 的 问题 以 供 大 家 思考 。 

问题 5.3.1 本 章 中 介绍 的 所 有 用 于 分 析 量 子 程 序 的 算法 都 是 经 典 算法 ; 也 就 是 说 ， 它 
们 使 用 经 典 计算 机 来 分 析 量 子 程序 。 我 们 希望 设计 出 能 以 更 低 的 时 间 复 杂 度 来 达到 相同 目 
的 的 量子 算法 。 


5.4 引 理 的 证 阴 


在 前 面 的 小 节 中 , 我 们 使 用 了 很 多 引 理 但 没有 对 它们 进行 相应 的 证 明 。 为 了 方便 读者 阅 
读 , 我 们 将 在 本 节 中 对 这 些 引 理 进行 证 明 。 

证 明 引 理 5.1.10: 首先 , 我 们 给 出 一 些 在 证 明 过 程 中 需要 用 到 的 关键 引 理 。 回 忆 5.1.2 
i: e 是 一 个 量子 操作 ，M = {Mo, M} 是 一 个 量子 测量 , ETAT % 和 A 分 别 通 过 测量 
算 子 Mo 和 Mi 进行 定义 , 即 对 于 任意 密度 算 子 p, i = 0,1 都 有 


&(p) = MipM} 


成 立 。 我 们 将 G0G WAY. 
引 理 5.4.1 ETRE G+H 具有 保 迹 性 ， 即 对 于 任意 密度 算 子 p 都 有 


tr[($ + 6o)(p)] = tr(p) (5.30) 


成 立 。 
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证 明 : 可 以 发 现 


t 


X (E:Mı) EM, -+ MÌ Mo = MÌ (= ete: Mı + MÌ Mo 


= MİM, + MİM =I 口 
下 面 这 个 引 理 表明 任意 一 个 复 矩 阵 都 可 以 通过 四 个 正定 矩阵 来 表示 。 
引 理 5.4.2 ”对 于 任意 和 矩阵 4， 存 在 四 个 正定 矩阵 B1, Bo, B3, By HR: 
(1) A = (Bı — B2) +i(Bs— Ba) 
(2) trB? < tr(AtA), HP i= 1,2,3,4. 
证 明 : 我 们 取 厄 米 算 子 
(A+ At)/2= B,— Bo, -i(A— At)/2 = B3 — B4 


其 中 Bi 和 Bo 是 对 应 支 集 相互 正 交 的 正定 算 子 ，Bs 和 By 也 是 对 应 支 集 相互 正 交 的 正定 算 


子 。 那 么 我 们 有 
\/trB? = \/tr(B!B,) 
< 1/tr(B!B, + BIB) 


|((A + At) /2 @ NID 
||(A 8 Z)|®)|| + ||(At ® DI®)|I)/2 


= 4/ tr(At A) 


= | 
< ( 


使 用 同样 的 方法 可 以 证 明 trB? < tr(AtA) 对 于 i= 2,3,4 都 成 立 。 o 
& RR 是 量子 操作 9 WEERRO:; 参考 其 定义 式 (5.14)。 下 面 这 条 引 理 给 出 了 RH n 
NIL 


引 理 5.4.3 ”对 于 任意 不 小 于 0 的 整数 和 任意 属于 HOH WA la), 我 们 有 : 
||R”|a)|| < 4Vdll lo) 


其 中 d 是 希 尔 伯 特 空间 H 的 维度 。 
证 明 : 假设 la) = DF Qij|ij)o 那么 我 们 记 


la) = (A8 DI®) 
其 中 4 = (ai;) 是 一 个 d xd 的 矩阵 。 通 过 计算 可 以 得 到 : 

|| la)|| = vtrAtA 
通过 引 理 5.4.2, 我 们 可 以 将 4 写成 如 下 形式 : 


A = (Bı — B2) + i(B3 — Ba) 





© R = };(E:M1) 8 (EiM1)*.§ —— 译 者 注 
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因为 式 (5.30) 的 保 迹 性 只 适用 于 正定 算 子 , 所 以 我 们 可 以 进行 这 种 分 解 。 取 
|6i) = (Bi ® D)|®) 
EP i= 1,2,3,4。 根据 三 角 不 等 式 , 我 们 可 以 得 到 : 
|R"|a)|| < oie |= D (9™ (Bi) @ DI®)| 
注意 
|(F" (Bi) ® DIS) = vtr(F"(Bi))? (5.31) 
trB? < (trB;)? (5.32) 
此 外 , 从 引 理 5.4.1 我 们 可 以 得 知 
tr[Y"(Bi)] < tr[( + &)"(B;)] = trB; (5.33) 
将 等 式 (5.31). (5.32) 和 (5.33) 相 结 合 , 可 以 得 到 
tr(9"(Bi))? < V(tr¥"(Bi))? < v (trBi)? 
此 外 , 通过 柯 西 不 等 式 我 们 有 
(trBi)? < d- (trB?) 
因此 , 从 引 理 5.4.2 可 以 推导 出 


IIR"|o)| I< trB? < 4\/d.tr(AiA) = 4V4dl| |a)|| 口 


现在 开始 证 明 引 理 5.1. 10. 我 们 使 用 反 证 法 来 证 明 引 理 5.1.10(1)。 如 果 R 存在 满足 
|A| > 1 的 特征 值 和 , 假设 其 对 应 的 归 一 化 特征 向 量 为 |e): Rix) = A|z)。 选 取 满足 | 和 ”> 4Vd 
的 整数 n。 那 么 

||R" lx) || = "lz = AP > 4vdl| ze) 
这 与 引 理 5.4.3 相 矛 盾 。 

引 理 5.1.10(2) 也 可 以 通过 反 证 法 来 证 明 。 不 失 一 般 性 , 我 们 假设 在 R 的 Jordan 分 解 
R= 5SJ(R)S-! 中 , 特征 值 | 和 | = 1 所 对 应 的 Jordan 分 块 满足 ki > 1。 假设 {E 是 空间 
HIR 的 一 组 标准 正 交 基 ， 且 它 与 R 的 列 和 行 的 编号 方式 相 一 致 。 取 一 个 非 归 一 化 的 向 
量 |y) = Ski), 其 中 |k) 是 基 {iE 中 的 第 k 个 态 。 因 为 S 是 非 奇 异 矩阵 , 所 以 存在 实 
数 L,r > 0 使 得 对 于 任意 属于 Z @ H 的 向 量 |z) 都 满足 


r- lz < lSlz)ll < £1 læ) 


通过 定义 , 我 们 可 以 得 出 || |y)l| < LK。 因为 + > 0, 所 以 可 以 选取 满足 nr > 工 .4Vd 的 整数 


n。 通过 计算 可 以 得 出 : 
k,-1 n 
R'ly)=L- > ( ) Alki — t) 
t=0 t 
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因此 , RIJA: 


t=1 


ky 
n 
IR™|y)|| > 2 ( r ) PTa 
> nr > L-4Vd > 4vVdl| ly)ll 


这 与 引 理 5.4.3 AA, 我们 完成 了 证 明 。 

证 明 引 理 5.1.13: 回忆 5.1.2 节 , 将 矩阵 R 的 Jordan 标准 型 J(R) 中 特征 值 的 模 为 1 的 
一 维 Jordan 分 块 用 数字 0 进行 替换 ,可 以 得 到 和 矩阵 .J(N)。 不 失 一 般 性 ， 我 们 假设 R 的 特 
征 值 满足 : 


1 = j| = ++: =|As| > [Asl > e > ll 


-| | 
0 Ji 


其 中 U = diag( 和 1,… As) 是 一 个 s x s KONA ERER, H. 


那么 


Ji = diag(Jk..., (As41); aie Jr, (Ar)) 


rm- 
0 A 


Do 


(6 09") 


n=0 


具有 收敛 性 。 这 反 过 来 又 表明 SO) NoR" 也 是 收敛 的 。 显然 如 下 等 式 成 立 : 


此 外 , BATA: 


通过 引 理 3.3.4, 可 以 得 到 


‘> NR” = + NoSJ(R)"S7! 
n=0 


n=0 


因为 S 是 非 奇 异 矩阵 ， 所 以 


Oo 


XO NoSJ(R)” 
n=0 


也 具有 收敛 性 。 这 表明 
lim NoSJ(R)" =0 


wfe z] 

VY i 

其 中 @ 是 一 个 sxs 的 矩阵 , T 是 一 个 (qd? -— s) x (d-s) 的 矩阵 , 且 4 代表 状态 空间 #2 的 
维度 。 那 么 


现在 我 们 记 : 


NoSJ(R)" = | QU" PJ,” | 


VUS Tz," 
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由 此 可 以 断定 limp. QU" = 0 A limp. VU" =0。 所 以 
tr(Q'Q) = Jim, tr(QU")'QU” =0 
tr(VIV) = lim tr(VU YU” =0 

那么 @ =0 AV = 0, 所 以 我 们 可 以 得 到 MR” = NoN"。 

证 明 引 理 5.2.5(2): 我 们 将 证 明 假设 量子 马尔 可 夫 链 的 任意 两 个 维度 不 同 的 BSCC X 和 
Y 是 相互 正 交 的 。 证明 该 引 理 需要 一 些 技 术 上 的 准备 。A 是 属于 空间 Z 的 一 个 算 子 (该 算 
子 不 一 定 是 局 部 密度 算 子 )， 如 果 满 足 8(4) = A, 那么 我 们 称 4 是 量子 操作 E 的 不 动 点 。 
下 面 这 条 引 理 表明 将 不 动 点 按照 引 理 5.4.2 中 给 出 的 正定 矩阵 分 解 的 方式 进行 分 解 之 后 , 仍 
然 会 保持 其 不 动 点 的 特性 。 

引 理 5.4.4 AE 是 属于 空间 H 的 量子 操作 且 4 是 8 的 不 动 点 。 如果 我 们 有 : 

(TA NR -¥Y_) 

(2) X+, Am; Yy y AB RE RFE 

(3) supp(X+) L supp(X_) E supp(¥+) -L supp(¥_) 
那么 X+, X_, Yq, Y- 都 是 8 的 不 动 点 。 

练习 5.4.1 证 明 引 理 5.4.4。 

现在 开始 证 明 引 理 5.2.5(2)。 为 了 不 失 一 般 性 , 我 们 假设 dim X < dimY。 通 过 定理 5.2.3, 
可 以 发 现存 在 两 个 满足 supp(p) = X 和 supp(c) = Y 的 最 小 不 动 点 态 p 和 o。 注意 对 于 任 
意 的 入 >0, p—Ao 也 是 8 的 不 动 点 。 我 们 可 以 取 一 个 足够 大 的 入 使 得 

p- de = ty =A- 
成 立 , 其 中 A 具有 正定 性 , supp(A_) = supp(c) H supp(A+) 上 supp(A_). $ P 是 向 空 
间 Y 进行 的 投影 。 通 过 引 理 5.4.4, 我 们 发 现 A, 和 A_ 都 是 8 的 不 动 点 。 那 么 
PpP = \PoP + PAP — PAP =o — A 
也 是 8 的 不 动 点 态 。 YER supp(PpP) CY, o 是 最 小 不 动 点 态 且 supp(c) =Y. Ak, 存在 
p> 0 使 得 PoP = po ROL. WẸ p > 0, 那么 通过 命题 5.2.1(3) 我 们 可 以 得 到 : 
Y = supp(o) = supp(PpP) = span{ P|) : |p) € X} 

所 以 dim Y < dim X, 这 与 我 们 的 假设 相 矛 盾 。 因 此 PpP = 0, 这 表明 X LY. 

证 明 引 理 5.2.7: 大 致 说 来 , 该 引 理 断言 可 以 将 属于 & 的 不 动 点 态 分 解 为 两 个 正 交 的 不 
BAAS. 引 理 5.2.5(2) 告诉 我 们 两 个 维度 不 同 的 BSCC 是 相互 正 交 的 。 我 们 可 以 用 这 个 结论 
来 证 明 引 理 5.2.7。 首先 , 注意 到 对 于 任意 的 入 > 0, p 一 和 o 也 是 8 的 不 动 点 , 因此 我 们 可 以 


取 足 够 大 的 和 使 得 
p= Ag = Ay 一 人 _ 


成 立 , 其 中 A, 具有 正定 性 , supp(A_) = supp(o), supp(A4) 是 supp(A_) 在 supp(p) 中 的 
正 交 补 。 通过 引 理 5.4.4, TURI A, 和 A 都 是 8 的 不 动 点 。 > mn = AA 我 们 有 : 


supp(p) = supp(p — Av) = supp(A+) ® supp(A_) = supp(7) © supp(o) 
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证 明 引 理 5.2.8: 该 引 理 的 结论 (1) 要 求 我 们 指出 计算 密度 算 子 p 的 渐 近 均值 Elp) 所 
需 的 时 间 复 杂 度 。 为 此 , 我 们 首先 介绍 一 条 关于 量子 操作 的 渐 近 均值 的 矩阵 表示 的 引 理 。 
引 理 5.4.5 4 M=SJS-! 是 M $ Jordan 分 解 ， 其 中 


K 
J = @ Je (x) = diag(A(A1), +++, Jk(AK)) 
=l 
E Sk (Ak) 是 特征 值 Xk 所 对 应 的 Jordan 分 块 。 定义 
Joo = B Je (Ak) 
kaot Agel 
AL Mæ = Slag o 那么 Moo 是 o HERT 
练习 5.4.2 证明 引 理 5.4.50 
现在 我 们 开始 对 引 理 5.2.8(1) 进行 证 明 。 文献 [61] 已 经 证 明 将 d x d 的 矩阵 进行 Jordan 
分 解 所 需 的 时 间 复 杂 度 为 0(d4)。 所 以 我 们 可 以 在 O(d®) 的 时 间 内 计算 出 &。 的 矩阵 表示 
Mw。 此 外 ,也 可 以 在 相同 的 时 间 复 杂 度 内 计算 出 &(p)( 引 理 5.1.9): 


(éoo(p) © Iæ) |E) = Mo lp 8 Le) |¥) 


其 中 |v) =EL |i) |i) 是 属于 20 @ 20 的 ( 非 归 一 化 ) 最 大 纠缠 态 。 

证 明 引 理 5.2.8(2) 需要 计算 找到 6 的 不 动 点 集 的 密度 算 子 基 ( 即 BEA : 8(4) = AP) 
的 时 间 复 杂 度 。 首 先 , 我 们 发 现 可 以 按照 如 下 三 步 对 密度 算 子 基 进 行 计算 : 

(1) 计算 & 的 矩阵 表示 M。 时 间 复 杂 度 为 O(md‘), HH m < d 是 Kraus 表示 法 
€ =D, Eio E] PAF E 的 个 数 。 

(2) 找到 矩阵 M - Lee 的 零 空 间 的 一 组 基 Z, 并 使 用 矩阵 的 形式 来 表示 它 。 这 一 步 
可 以 通过 高 斯 消 元 法 在 O((d?)3) = O(d5) 的 时 间 内 完成 。 

(3) 对 B 中 的 每 个 基 矩 阵 4 都 进行 分 解 : 


A=X+,- X- 十 1 人 一 三 ) 


其 中 X4, X, ¥,, Y_ MECH AWA supp(X,) 1 supp(X_), supp(Y,) L supp(¥_). 
S Q Æ {X X Ya Y) 中 的 非 零 元 素 的 集合 。 那 么 通过 引 理 5.4.4 可 以 发 现 Q 中 的 任何 
一 个 元 素 都 是 8 的 不 动 点 态 。 用 Q 中 经 过 归 一 化 处 理 之 后 的 元 素来 替换 4。 此 时 多 即 为 
所 求 密度 算 子 基 。 最 后 我 们 通过 高 斯 消 元 法 , 将 多 中 多 余 的 元 素 删 去 ,使 得 多 中 的 元 素 都 
是 线性 无 关 的 日 。 这 一 步 的 计算 复杂 度 为 O(d6)。 

所 以 计算 (EREA : 8(4) = A} 的 密度 算 子 基 的 整体 复杂 度 为 O(d6)。 

证 明 引 理 5.3.4: 我 们 首先 证 明 如 下 引 理 : 

引 理 5.4.6 AS 是 ESH) HFN, LEE E 的 作用 下 是 不 变 的 。 那么 对 于 任意 
满足 supp(p) C Ex W) 的 密度 算 子 p 和 任意 的 整数 有 ,我们 有 


tr (Ps&*(p)) = tr(Psp) 





O 线性 相关 是 指 allul) 十 .… 十 an|un) = 0。 如 果 某 元 素 可 以 通过 其 他 元 素 表示 , 则 这 个 元 素 就 是 多 余 元 素 。 — 
译 者 注 
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其 中 Ps 是 向 空间 9 进行 的 投影 。 
证 明 : 通过 引 理 5.2.7, 可 以 发 现存 在 满足 Ex) = 5S @T 的 不 变 子 空间 了, 其 中 5 
和 了 是 相互 正 交 的 。 那 么 通过 定理 5.2.2, RNA 


tr (Ps@*(p)) > tr(Psp) Etr (Pr&*(p)) = tr(Prp) 
我 们 可 以 进一步 推导 出 


1 > tr (Ps&*(p)) + tr (Pré*(p)) 
> tr(Psp) + tr(Prp) = tr(p) = 1 
因此 : 


tr (Ps&*(p)) = tr(Psp) S 


现在 我 们 可 以 对 引 理 5.3.4 进行 证 明 。 对 于 任意 的 纯 态 |p), 我 们 将 其 对 应 的 密度 算 子 
WA p = lolol KE. RNB V(X) 是 一 个 子 空间 。 令 |i) € V(X) Ha; BR 
数 ,，i = 1,2。 通 过 U(X) 的 定义 ， 可 以 发 现存 在 整数 Ni 使 得 对 于 任意 的 j > Nio WA 
supp(6@1(wi)) C X MIL. $ 

I) = aly) +a2\h2) E p= |1) l+ Y2) (2l 
IBA |Y) € supp(p), AME 5.2.1(1). (2) 和 (4) 中 可 以 得 出 对 于 任意 的 7 > 0， 都 满足 
supp (£7 (4)) C supp (€7(p)) = supp (E (VD)) V supp (6 (2)) 
所 以 , 对 于 任意 的 j > N = max{N, No} 都 有 supp (67()) CX 成立。 因此 |) e W(X). 

我 们 将 还 未 被 证 明 的 部 分 划分 为 六 个 声明 : 
声明 1: W(X) 2 V{B C X : B Æ BSCC}. 

对 于 任意 的 BCX, 从 引 理 5.2.6(2) 和 5.2.4， 我 们 可 以 得 到 B C Eol). Ibh, 由 
F B 是 BSCC, 所 以 对 于 任意 的 Y) e B 和 任意 的 i, 都 满足 

supp (€*(u)) CBC X 
因此 BCY(X). AW W(X) 是 子 空间 ,所 以 该 声明 得 证 。 
声明 2: Y(X) C V{BC X : BÆ BSCC}. 
对 于 任意 的 |w) e Y(X), 注意 到 py = Elh) 是 一 个 不 动 点 态 。 令 Z = supp(py)。 我 
们 可 以 声明 |w) e Z. BRYA Z= Eol) 时 , 该 声明 成 立 。 否则 , 因为 & (44) 是 


一 个 不 动 点 态 且 
Ex (HH) = supp (4 (学 )) 


那么 通过 引 理 5.2.7, 我 们 可 以 得 到 ELH) = Z@21, 其 中 ZL 是 2 在 空间 EP) 
中 的 正 交 补 , 且 它 也 具有 不 变性 。 因 为 2 也 是 一 些 正 交 的 BSCC 的 直 和 ,所 以 通过 
引 理 5.3.1, 我 们 可 以 得 到 : 


jim tr (Pzé"(p)) = tr(Pz60(p)) = 1 
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即 
Jim tr (Pzi&*(p)) =0 
通过 定理 5.2.2, 我 们 可 以 得 到 tr(Pzi y) =0, 所 以 |W) € Z. 
结合 V(X) 的 定义 ， 我 们 可 以 发 现存 在 M > 0 使 得 对 于 所 有 的 i > M, WA 
supp(@i(w)) C X R. 因此 


此 外 ,因为 可 以 将 2 分 解 为 一 些 BSCC HAM, MARITA 
ly) € Z c V{B € X : BRBSCC} 


因此 , 声明 2 得 证 。 
声明 3: (X+) C W(X). 
首先 , 根据 声明 1 和 声明 2, 我 们 可 以 得 到 儿 (X+) cx H 


X SYN ) 


是 不 变 的 。 因 此 X cX, H 8 也 是 子 空间 X 中 的 量子 操作 。 我 们 现在 对 量 
子 马尔 可 夫 链 (X'e) 进行 思考 。 声 明 1 表明 任意 属于 空间 X+ 的 BSCC 也 属于 空 
间 Z (X+). Alt, X’n X+ 中 不 存在 BSCC。 通过 定理 5.3.2, 我 们 可 以 得 到 对 于 任 
意 的 |w) e X', 都 满足 


Jim tr [(Px 08)'()] =0 


因此 | 办 e V(X), 此 声明 得 证 。 

声明 4: K(X) CBZ(X+)+。 

与 声明 3 相似 , 我们 可 以 得 到 Y (Xt) C Xt 且 Y(X) 是 不 变 的 。 令 P 是 向 空间 
Y(X+) 进行 的 投影 变换 。 那么 Pk PPx. = P。 对 于 任意 的 | 办 e 2(X), RATA: 


tr (P (Px o é) (w)) =tr (PxiPPx1i&()) 
= tr(PE(Y)) > tr(Ry) 


其 中 最 后 一 个 不 等 式 是 根据 定理 5.2.2 所 得 .因此 
o= hin (Pes 2670) 
> lim tr (P (Px. 08)! (¥)) > tr(PY) 


所 以 |b) E M(X+)+. 
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。 声明 5: V{B CX: B Æ BSCC}C &(X+)-. 
假设 B 是 属于 XX 的 BSCC。 那么 我 们 有 tr(PgIx1)=0. M51% 5.4.6 可 以 得 到 


tr (Pp&*(Ix+)) =0 
对 于 任意 的 i> 0 都 成 立 。 因此 
tr(Pp&ol(TxrL))=0 


这 意味 着 B 上 G(X). At BC (Xt). AW &(X+)+ 是 子 空间 ,所 以 该 声 
明 得 证 。 
。 声明 6: @(X+)+CVYV{BCX:B 是 BSCC}。 
我 们 首先 注意 到 可 以 将 &.。(X+)+ 分 解 为 多 个 BSCC B WEM. 对 于 任意 的 Bi, 我 
们 有 
tr(PB;éœ(Ix1))=0 


因此 tr(Pp,Ix1)=0 H B; L X+. 所 以 B; CX, 该 声明 得 证 。 
最 后 我 们 发 现 声明 1 和 声明 2 中 已 经 对 2 (xX) 和 YX) 的 不 变性 进行 了 证 明 。 至 此 证 明 完 
成 。 


5.5 ”文献 注解 


本 章 中 介绍 的 对 量子 程序 的 分 析 最 早 由 文献 [227] 提出 ,其 中 对 以 么 正 变换 作为 循环 体 
的 量子 while 循环 的 可 终止 性 进行 了 研究 。 文献 [234] 对 Sharir、Pnueli 和 Hartl? 设计 
的 概率 性 程序 验证 方法 进行 了 量子 化 扩展 ， 因 为 量子 程序 的 可 终止 性 分 析 是 以 量子 马尔 可 
夫 链 作为 其 语义 模型 进行 的 , 因此 文献 [227] 中 的 许多 主要 结论 都 被 显著 地 扩展 了 。5.1.1 小 
节 和 5.1.2 小 节 中 所 使 用 的 材料 分 别 取 自 文献 [227] 和 [234]. 5.2 节 和 5.3 节 主 要 基于 S. G. 
Ying 等 人 95), 其 中 对 量子 马尔 可 夫 链 的 可 达 性 问题 进行 了 透彻 的 研究 ; 特别 地 , 它 还 提出 
了 量子 图 中 的 BSCC 这 一 概念 。 引 理 5.4.4 和 引 理 5.4.5 MA Wolfs, 

我 建议 读者 沿 着 以 下 三 条 路 线 进行 延展 阅读 : 

(1) 量 子 程序 的 扰动 : 虽然 本 章 并 没有 涉及 相关 内 容 , 但 是 由 于 量子 逻辑 门 的 实现 中 存 
在 噪声 ， 所 以 在 量子 程序 中 进行 扰动 分 析 非 常 重要 。 文献 [227] 证 明了 如 果 满 足 一 些 明显 的 
维度 限制 条 件 , 那么 对 于 循环 体 中 的 乏 正 变换 或 循环 卫 式 中 的 测量 , 微小 的 干扰 都 会 导致 程 
序 终止 。 

(2) 递 归 量 子 程序 的 分 析 : 本 章 我 们 只 对 量子 循环 程序 的 分 析 进 行 了 研究 。 在 文献 [87] 
HH, Feng 等 人 对 Etessami 和 Yannakakis 的 递归 马尔 可 夫 链 V 进行 了 量子 化 扩展 , 称 为 递 
归 超 算 子 值 马尔 可 夫 链 , 并 为 其 可 达 性 分 析 设 计 了 一 系列 技术 。 显 然 可 以 将 这 些 技 术 用 于 对 
3.4 节 中 定义 的 递归 量子 程序 进行 分 析 。 经 典 递归 程序 的 另 一 类 分 析 技 术 是 基于 下 推 自动 机 
的 ; 参考 文献 [78]。 文 献 [103] 对 下 推 量子 自动 机 的 概念 进行 了 介绍 ， 但 目前 仍 不 清楚 如 何 
将 下 推 量子 自动 机 应 用 于 递归 量子 程序 的 分 析 。 
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(3) 不 确定 性 和 并 发 性 量子 程序 的 分 析 : Li 等 人 SI 最 早 开始 对 不 确定 性 量子 程序 的 可 
终止 进行 分 析 ， 扩展 了 Hart. Sharir 和 Pnuelil113] 对 概率 性 量子 程序 的 可 终止 性 所 得 的 结 
Ro Yu 等 人 I 对 包含 公平 性 条 件 的 并 发 性 量子 程序 的 可 终止 性 进行 了 研究 。S. G. Ying 
等 人 [236] 从 量子 马尔 可 夫 决 策 过 程 的 可 达 性 的 角度 对 它 进行 了 进一步 讨论 。 另 一 方面 , 本 
章 只 对 最 简单 的 量子 程序 可 达 性 问题 进行 了 研究 。Li 等 人 (153] 对 量子 系统 的 一 些 更 复杂 的 
可 达 性 属性 进行 了 研究 。 

除了 本 章 所 述 的 研究 之 外 ， 相 关 文 献 中 还 提 到 了 许多 其 他 对 量子 程序 进行 分 析 的 方 
法 。JavadiAbhari 等 人 (126] 提出 了 一 种 可 以 对 通过 Scaffold!) 进行 编写 的 量子 程序 进行 编译 
和 分 析 的 可 扩展 框架 ScafCC; 特别 地 ,他们 对 路 径 估计 的 时 序 分 析 进 行 了 研究 。1.1.3 节 已 
经 提 到 Jorrand 和 Perdrix!!?9) 对 量子 程序 分 析 的 抽象 解释 进行 了 扩展 。Hondall8l 对 其 做 了 
进一步 扩展 和 细 化 , 并 用 它 对 量子 程序 中 量子 变量 的 可 分 离 性 进行 推理 。 


| 第 三 部 分 


Foundations of Quantum Programming 


te ee PAY ee PRA 





第 6 章 | 


Foundations of Quantum Programming 


量子 case 语 句 





我 们 在 第 3~5 章 中 系统 地 研究 了 属于 量子 数据 个 加 范式 的 量子 程序 。 特别 是 在 第 3 章 
H, 我 们 研究 了 量子 while 程序 和 递归 量子 程序 , 并 说 明了 如 何 将 一 些 量子 算法 方便 地 写成 
这 类 量子 程序 的 形式 。 量子 while 程序 的 控制 流 是 通过 case 语句 和 while 循环 产生 的 , 而 
递归 量子 程序 的 控制 流 则 是 通过 程序 调用 产生 的 。 因 为 量子 while 程序 和 递归 量子 程序 是 
由 经 典 信 息 控 制 的 , 所 以 它们 的 控制 流 被 称 为 (量子 程序 中 的 ) 经 典 控制 流 。 

本 章 与 下 一 章 的 目的 是 采用 程序 又 加 范式 的 方式 来 介绍 量子 程序 ， 即 具有 量子 控制 流 
的 量子 程序 。 众 所 周知 , 程序 的 控制 流 是 由 其 内 部 的 程序 结构 (如 case 语句 、 循环 和 递归 ) 
所 决定 的 。 有 趣 的 是 ， 当 我 们 将 经 典 编程 中 的 case HA). 循环 和 递归 的 概念 应 用 到 量子 编 
程 时 , 会 有 两 种 不 同 的 情况 产生 : 

(1) 使 用 经 典 控制 流 的 case 语句 、 循环 和 递归 , 这 在 第 3~5 章 中 已 经 详细 地 描述 了 。 

(2) 量 子 case 语句 、 循环 和 递归 : 使 用 量子 控制 流 的 case HA). 循环 和 递归 。 

我 们 在 下 文中 将 会 看 到 , 许多 量子 算法 可 以 通过 具有 量子 控制 的 编程 语言 更 方便 地 编程 实 
TL. 本章 重点 研究 量子 case 语句 ,下 一 章 将 会 重点 研究 使 用 量子 控制 流 的 循环 和 递归 。 

本 章 的 结构 如 下 : 

。6.1 节 通 过 图 上 的 量子 游 走 这 一 示例 , 对 量子 case 语句 的 概念 进行 了 详细 描述 , 并 对 
量子 case 语句 的 控制 流 进行 分 析 。 此 外 , 这 一 节 中 还 列举 了 在 定义 量子 case 语句 的 
语义 的 过 程 中 所 过 到 的 技术 难点 。 

。6.2 节 中 定义 了 一 种 新 的 量子 编程 语言 : QuGCL。 该 语言 支持 使 用 量子 case 语句 进 
行 编程 。 

。6.3 节 介绍 了 几 种 关键 要 素 ,， 这 些 要 素 都 是 定义 QuGCL 的 指称 语义 所 必需 的 ,其 中 
包括 各 种 量子 操作 的 卫 式 组 合 。6.4 节 详 细 介绍 了 QuGCL 的 指称 语义 。 

。 在 6.5 节 中 , 我 们 基于 量子 case 语句 的 概念 对 量子 选择 进行 了 定义 。 

。6.6 节 介绍 了 QuGCL 程序 的 一 类 代数 法 则 。 我 们 可 以 用 这 些 法 则 来 对 包含 量子 case 
语句 的 程序 进行 验证 、 转换 和 编译 。 

。 我 们 在 6.7 节 中 通过 一 些 例子 对 QuGCL 语言 的 表达 能 力 进行 说 明 。 

。 6.8 节 对 量子 case 语句 可 能 存在 的 扩展 和 变 体 进行 了 讨论 。 

。 为 了 增强 可 读 性 , 我 们 将 在 6.9 节 中 对 前 面 几 节 中 没有 证 明 的 引 理 、 命题 和 定理 进行 
证 明 。 


6.1 case 语句: 从 经 典 到 量子 
首先 考虑 两 个 问题 : 为 什么 需要 引入 一 类 新 的 量子 case 语句 ? 它 和 第 3 章 介绍 的 量子 
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程序 中 的 case 语句 有 何不 同 ? 我 们 将 按照 以 下 三 个 步骤 来 回答 这 些 问题 ， 并 从 这 些 问 题 的 
答案 中 得 到 量子 case 语句 的 概念 。 
(1) 经 典 编程 中 的 case 语句 : 回忆 经 典 编程 中 的 条 件 语句 


if b then Sj else So fi (6.1) 


Hp b 是 布尔 表达 式 。 当 b 为 “ 真 ”时 , 会 执行 子 程序 S; 反之 会 执行 So。 更 一 般 地 ,经典 
编程 中 的 case 语句 是 一 组 卫 式 命令 : 


if(Di. G; 一 Si)f (6.2) 


其 中 1 < i < n。 TEF 5; 是 否 执行 由 布尔 表达 式 G; RE: RAS Gi 为 真 的 时 候 5; 才能 
执行 。 

(2) 量子 编程 中 的 经 典 case 语句 : 在 第 3 章 中 我 们 已 经 基于 量子 测量 对 量子 编程 中 的 
经 典 case 语句 进行 了 定义 。 令 q 是 一 类 量子 变量 的 集合 ，M = {Mm} 是 对 7 执行 的 测量 。 
对 于 任意 可 能 的 测量 结果 m S Sm 是 一 个 量子 程序 。 那 么 我 们 可 以 将 case 语句 写作 : 


if(Om. MIg =m > Sm)fi (6.3) 


语句 (6.3) 会 根据 测量 M 的 结果 来 选择 需要 执行 的 命令 : 如 果 测 量 结果 为 m 那么 会 执行 
相对 应 的 程序 Smo REGIE, “4 M 是 yes-no 测量 ， 即 只 有 两 种 可 能 的 测量 结果 1 Cyes) 和 
0 (no) 时 , 那么 case 语句 (6.3) 是 条 件 语句 (6.1) 的 一 种 泛 化 。 我 们 将 这 种 情况 下 的 case 语 
句 称 为 量子 编程 中 的 经 典 条 件 语 句 。 练习 3.4.1 表明 , 可 以 将 量子 while 循 环 (3.4) 视 作 由 这 
种 条 件 语句 进行 声明 的 递归 程序 。 

(3) 量子 case 语句 : 除了 (6.3) 之 外 ,在 量子 编程 中 还 存在 一 类 非常 有 用 的 case 语 
句 。 可 以 通过 对 图 上 量子 游 走 中 移 位 算 子 定义 中 的 关键 想法 进行 扩展 ， 从 而 定义 这 种 新 的 
case HA). 例子 2.3.2 告诉 我 们 , 移 位 算 子 是 空间 Mem 中 的 算 子 ， 且 对 于 任意 的 方向 
1 < i < n 和 顶点 ve V 都 满足 : 

S|, m= |2, vi) 


其 中 v 是 v 的 第 i 个 邻接 顶点 ,26 是 方向 “硬币 ”空间 , .和 是 位 置 空间 。 
这 种 移 位 算 子 也 可 以 通过 如 下 方式 进行 理解 : 对 于 任意 的 1 < i < n, 我 们 定义 朝方 向 i 
进行 的 位 移 S: 是 属于 空间 A WAT: 


Silv) = |vi) 


其 中 v 是 图 中 任意 一 个 顶点 。 我们 可 以 根据 每 次 移 位 的 方向 口 , 将 这 些 算 子 Si(1 < i < n) 
进行 结合 , 最 终 形成 一 个 整体 移 位 算 子 5: 


Sli, v) = |) Silv) (6.4) 





© 原文 是 “along the coin”， 因 为 每 一 次 移 位 的 方向 都 是 通过 类 似 掷 硬币 的 方式 来 随机 决定 ， 所 以 这 里 没有 直 
译 。 译 者 注 
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其 中 1<i<n 且 wv eV。 需 要 注意 算 子 9 和 Si(1 < i < mn) 是 在 不 同 的 希 尔 伯 特 空间 下 定 
MA: S 属于 448%, Si 却 属于 空间 Ho 

让 我 们 仔细 研究 一 下 移 位 算 子 S 的 行为 。 可 以 将 算 子 51,… ,5 视 作 一 组 相互 独立 的 
程序 。 因 为 S 只 选择 5S1,… ,Sn 其 中 的 一 个 去 执行 , 所 以 可 以 将 S 看 作 51,… ,Sn 的 一 类 
case 语句 。 但 式 (6.4) 表明 这 类 case 语句 与 (6.3) 有 明显 的 不 同 : sh (6.4) 中 的 选择 是 根据 
“硬币 空间 ”的 基态 |i) 来 决定 的 , 这 是 量子 信息 而 非 经 典 信息 。 因 此 我 们 可 以 将 5 称 为 量子 
case 语句 。 虽 然 测量 结果 m 是 经 典 信息 而 基态 |i) 是 量子 信息 , 但 读者 可 能 仍然 怀疑 case 
语句 (6.3) 的 行为 和 量子 case 语句 是 否 真 的 有 所 不 同 。 我 们 接 下 来 要 研究 量子 case 语句 的 
控制 流 。 随 着 研究 的 深入 , 我 们 将 会 逐渐 发 现 两 者 之 间 确 实 存 在 巨大 的 差异 。 

我 们 可 以 对 上 述 想法 进行 扩展 。 令 51, 52,… ,Sn 都 是 一 组 一 般 性 的 量子 程序 ， 它 们 的 
状态 空间 都 是 . 知 。 引 入 一 个 名 为 “硬币 ”系统 的 外 部 系统 9, 它 可 以 是 单 系统 ,也 可 以 是 复 
合 系统 。 所 以 , 可 以 用 没 在 51, S52,… ,Sn 中 出 现 过 的 量子 变量 所 组 成 的 量子 寄存 器 q 对 其 
进行 表示 。 假设 系统 7 的 状态 空间 是 n 维 的 希 尔 伯 特 空间 .次 H {|i}, 是 该 空间 的 一 组 
标准 正 交 基 。 那么 量子 case 语句 S 可 以 通过 沿 着 基 {|i)} 对 程序 S1, S?,… , Sn 进行 组 合 来 
定义 : 


S = qif [q] :|1) > Sı 


O |2) 一 S2 
E |In) > Sn 
fiq (6:5) 
也 可 以 将 上 式 缩写 为 : 
S = qif |q] (Oi - |i) > S;) fiq 
量子 控制 流 


现在 让 我 们 看 看 量子 case HA) (6.5) 的 控制 流 , 即 它 的 执行 顺序 。 我 们 可 以 从 语义 的 角 
度 来 理解 S 的 控制 流 。 通过 式 (6.4), 我 们 有 理由 认为 S 的 语义 [5] 是 在 张 量 积 Gov P 
定义 的 且 对 于 任意 的 1 < i < n, |p) e w 都 满足 


[Slil = le) Sle) (6.6) 


其 中 [5;] 是 5; 的 语义 。 那 么 程序 S 的 控制 流 是 由 “硬币 ”变量 7 所 决定 的 。 换 言 之 , 对 于 
任意 的 1 <i<n, 程序 (6.5) 的 执行 受到 “硬币 ”7 的 控制 : 当 g 处 于 状态 |i) 时 , 将 会 执行 
子 程序 5;。 有 趣 的 是 , 5 是 “量子 硬币 ”而 非 “ 经 典 硬币 ”所 以 它 不 仅 可 以 处 于 基态 |i), 也 
可 以 处 于 基态 的 县 加 态 。 基 态 的 又 加 态 会 产生 量子 控制 流 一 一 控制 流 合 加 : 


[S] (Eate) = >》 ailé)([Si]ly:)) (6.7) 
i=1 i=1 


O 一 个 系统 是 另 一 个 系统 的 外 部 系统 ,说 明 两 个 系统 的 状态 空间 没有 任何 交集 。 一 一 译 者 注 
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对 于 任意 的 |y;) € @ 和 任意 的 复数 all < i < n) 都 成 立 。 在 式 (6.7) 中 ， 对 于 任意 的 
l<i<n, FEF S: 会 以 ww * ay 的 概率 执行 。 而 量子 程序 的 经 典 case 语句 (6.3) 中 的 卫 式 
“Ml =m”, “MU = mn” HARBAF BMA. 


定义 量子 case 语句 语义 的 技术 难点 


乍 一 看 ， 似 乎 可 以 将 量子 游 走 中 移 位 算 子 的 定义 式 顺利 地 推广 到 式 (6.6)， 并 以 此 来 定 
义 一 般 性 量子 case 语句 的 指称 语义 。 但 在 实际 操作 时 却 不 那么 顺利 。 当 5;(1 < i < n) ER 
有 量子 测量 发 生 时 , 每 个 5; 的 操作 语义 都 只 是 一 系列 简单 的 乏 正 算 子 , 式 (6.6) 没有 任何 问 
题 。 然 而 当 一 些 5;(1 < i < n) 包含 量子 测量 时 , 其 语义 结构 会 变 为 线性 算 子 树 , 且 执 行 测量 
的 地 方 会 产生 分 支 。 在 这 种 情况 下 , sh (6.6) 在 量子 力学 的 框架 下 就 会 变 得 毫 无 意义 。 所 以 
定义 量子 case 语句 S 的 语义 就 需要 对 这 些 树 进行 合理 的 组 合 , 使 得 相关 的 量子 力学 原理 在 
这 种 情况 下 依旧 适用 。 我 们 在 6.3 和 6.4 节 中 , 通过 从 算 子 值 函 数 的 角度 引入 半 经 典 语义 巧 
妙 地 回避 了 这 个 问题 。 

练习 6.1.1 当 一 些 5;(1 < i<n) 上 有 量子 测量 发 生 时 ,为 什么 不 能 用 式 (6.6) 来 定义 
量子 case 语句 (6.5) 的 语义 ? 举例 说 明 你 的 观点 。 


6.2 QuGCL: 支持 量子 case 语句 的 编程 语言 


上 一 节 详 细 讨 论 了 量子 case 语句 的 概念 , 现在 我 们 开始 研究 如 何 使 用 量子 case 语句 进 
行 编程 。 首先 , 我 们 形式 化 地 定义 一 种 名 为 QuGCL 的 编程 语言 ,该 语言 包含 量子 case 语句 
的 程序 结构 。 可 以 将 它 视 为 Dijkstra’s GCL (Guarded Command Language) 在 量子 情况 下 的 
扩展 。 接 下 来 给 出 QuGCL 的 入 门 规范 : 
。 在 第 3 章 中 , 我 们 曾 假定 qVar 是 一 个 由 g, qo gq2,.… 等 量子 变量 构成 的 可 数 集合 。 
对 于 任意 的 量子 变量 q eqVar， 都 表示 一 个 状态 空间 为 A 的 量子 系统 。 不 同 的 量 
子 变量 可 以 构成 量子 寄存 器 7 = q1, 92,… , qn， 我 们 将 量子 寄存 器 7 的 状态 空间 记 
为 : 


为 了 简化 描述 , 我 们 将 QuGCL 设计 为 一 门 纯 粹 的 量子 编程 语言 。 但 为 了 记录 量子 测 
量 的 结果 , 仍然 需要 引入 由 r y … 等 经 典 变量 构成 的 可 数 无 限 集合 Var。QuGCL 
语言 中 虽然 有 经 典 变 量 的 集合 ， 却 不 包含 经 典 计算 (比如 经 典 编程 语言 中 的 赋值 语 
句 z := e), 所 以 它 仍 是 一 门 纯粹 的 量子 编程 语言 。 对 于 任意 属于 Var 的 经 典 变量 r, 
都 对 应 一 个 非 空 集合 Dr 即 z 只 能 取 属 于 集合 Dr PH. 在 实际 应 用 中 ， 如果 将 
z 用 于 存储 量子 测量 M 的 测量 结果 , 那么 M 所 有 可 能 的 测量 结果 都 应 该 属于 集合 
Digs 

。 经典 变量 的 集合 Var 和 量子 变量 的 集合 qVar 是 互 斥 的 , 即 qVarnVar = 2. 

通过 这 些 简单 的 描述 , 我 们 可 以 对 使 用 QuGCL 进行 编程 的 程序 进行 定义 。 对 于 任意 的 
QuGCL 程序 5, 我 们 将 其 经 典 变 量 的 集合 记 为 var(S)， 量 子 变量 的 集合 记 为 qvar(P),“ 硬 
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币 ” 变 量 记 为 cvar(P)。 
定义 6.2.1 可 以 将 QuGCL 程序 归纳 地 定义 为 : 
(1) abort 和 skip 都 是 QuGCL 程序 , HL 


var(abort) = var(skip) = Ø 
qvar(abort) = qvar(abort) = Ø 
cvar(abort) = cvar(abort) = Ø 
(2)eoRGLEFFHS, U 是 属于 空间 和 的 么 正 算 子 ,那么 
q:= Ufa] 
是 QuGCL 程序 , 且 
var(q := U[q]) =Ø, qvar(q := U[q]) =q, cvar(q := UV[d)=% 


(3) 如 果 Sı 和 So 是 满足 var(S,) N var(S2) = Ø 的 QuGCL F, 那么 91; 5。 也 是 
QuGCL 程序 , 且 
var(S1; S2) = var( S1) U var(S2) 
qvar( S1; S2) = qvar( S1) U qvar( S2) 
cvar( S1; S2) = cvar( S1) U cvar( S2) 
(4) RI RETTER, r LARK, M = {Mm} 是 属于 空间 4 的 量子 测量 , ME 


M 所 有 可 能 的 测量 结果 都 属于 Dro {Sm} 是 一 类 以 测量 M 的 测量 结果 m 为 下 标的 QuGCL 
程序 的 集合 且 满 足 Zz 4 [J,, var(Sm)。 那 么 由 测量 结果 m 所 控制 的 Sm HAR case 语句 


S =if(Om-M[g: 2] = m > Sm)fi (6.8) 


是 QuGCL 程序 , E 
var(S) = {xz}U (U wrls) ) 


qvar(S) = gaU (U ava(Sn)) 


m 


216 cvar( S) = | Jevar(Sm) 


(5)toRGLEFFHAS, (i) ZG 的 一 组 标准 正 交 基 。{9;} 是 一 类 以 基态 |i AF 
标的 QuGCL 程序 的 集合 且 满 足 


a 


qn (U ava) =Ø 
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MA LRA |i) 所 控制 的 Si 的 量子 case HA 
S = qifjq] (Oi 2 一 Si)fq (6.9) 


是 QuGCL 程序 , 且 
var(S) = | var(si), 


qvar(S) = GU (U avn) 


evar(S) = GU (U ent) 


上 述 定 义 中 同时 对 量子 程序 、 经 典 变量 、 量 子 变量 和 “硬币 ”变量 进行 了 定义 ， 这 导致 
该 定义 看 起 来 非常 复杂 , 但 我 们 可 以 将 QuGCL 的 语法 简单 地 总 结 为 : 


S := abort|skip|g := U [q]|S1; S2 
jif(Om - Mq : £] = m > Sm)fi (经 典 case 语句 ) 
|qif{g] (Di - |i) 一 5;)fiq (量子 case 7 4) ) 


为 了 简化 描述 , 我 们 通常 将 乏 正 语句 了 := Ug] WA Ug]. QuGCL HAH skip. % 
正 变换 和 线性 组 合 弓 的 含义 与 第 3 章 中 定义 的 量子 while 语句 相同 。 + Dijkstra’s GCL 语 
BAA, QuGCL 语言 中 的 abort 是 一 条 未 定义 的 指令 , 它 可 以 完成 任何 任务 , 甚至 不 需要 
对 其 设置 终止 条 件 。 我 们 已 经 在 6.1 节 中 对 量子 case 语句 (6.9) 进行 了 详细 说 明 , 但 仍然 需 
要 对 QuGCL 语言 设计 过 程 中 的 几 个 微妙 的 点 详 加 叙述 : 
。 线 性 组 合 51; 5 BERK var(S1) nvar(52) = 2, 这 意味 着 在 不 同 子 程序 上 执行 测量 所 得 
到 的 结果 需要 存放 在 不 同 的 经 典 变量 中 。 这 点 要 求 主 要 是 为 了 方便 从 技术 上 进行 实 
现 , 且 这 样 做 可 以 简化 表述 。 
e 语句 (6.8) 和 (6.3) 在 本 质 上 是 相同 的 , 两 者 之 间 唯 一 的 不 同 在 于 (6.8) 需要 引入 一 个 
经 典 变量 r 来 存储 测量 结果 。 语句 (6.8) BK r 4 U,, var(Sm)。 这 意味 着 一 个 经 典 变 
量 一 旦 存储 了 程序 Sm 的 测量 结果 , 就 不 能 再 存储 其 他 测量 的 结果 。 这 点 要 求 从 技术 
角度 而 言 略 显 复杂 , 但 却 可 以 极 大 地 简化 QuGCL 的 语义 表示 。 另 一 方面 , 并 没有 要 
求 被 测量 的 量子 变量 7z 一 定 不 能 出 现在 Sm Po 所 以 测量 M 不 仅 可 以 对 外 部 系统 进 
行 , 也 可 以 对 一 些 属于 Sm 的 量子 变量 进行 。 
。 量子 case 语句 (6.9) BRAT q 的 变量 不 能 出 现在 任何 程序 S 中 。 这 意味 着 “硬币 
系统 ”7 是 程序 5; 的 外 部 系统 。 这 点 要 求 非常 重要 , 我 们 将 会 在 下 文中 反复 提 及 。 当 
我 们 开始 研究 量子 case 语句 的 语义 时 , 将 会 明白 为 什么 要 提出 这 点 要 求 。 
。 显 然 , 所 有 的 “硬币 ”都 是 量子 变量 : 对 于 任意 的 程序 S, 都 有 cvar(S) C qvar(S). R 
们 在 定义 一 种 用 于 区 分 “硬币 ”变量 集合 cvar(5) 与 其 他 属于 5 的 量子 变量 的 量子 程 
序 之 间 的 等 价 关 系 时 , 需要 用 到 这 个 结论 。 


© Si; So 的 意思 是 首先 执行 Si, S1 终止 之 后 再 执行 52。 一 一 译 者 注 
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6.3 ”量子 操作 的 卫 式 组 合 


上 一 节 介 绍 了 量子 编程 语言 QuGCL 的 语法 。 现 在 我 们 开始 研究 如 何 定义 QuGCL 的 
语义 。 因 为 第 3 章 已 经 对 除 量 子 case 语句 之 外 的 程序 结构 的 语义 进行 了 定义 , 所 以 在 定义 
QuGCL 语义 的 过 程 中 , 我 们 只 需要 对 量子 case 语句 的 语义 进行 定义 即 可 。 但 正如 6.1 节 所 
指出 的 , 量子 case 语句 的 分 支 子 程序 上 可 能 会 有 量子 测量 发 生 , 一 旦 有 测量 发 生 , 那么 定义 
量子 case 语句 的 语义 将 会 变 得 非常 困难 。 所 以 在 本 节 中 , 我 们 设计 了 一 种 名 为 量子 操作 的 
卫 式 组 合 的 数学 工具 来 解决 这 个 问题 。 


6.3.1 ”人 么 正 算 子 的 卫 式 组 合 


为 了 降低 理解 一 般 性 卫 式 组 合 的 难度 , 我 们 先 来 考虑 一 类 特殊 的 卫 式 组 合 : ERTH 
卫 式 组 合 。 这 是 通过 对 式 (6.4) 中 的 量子 游 走 移 位 算 子 S 进行 扩展 所 得 。 这 种 简单 的 情况 中 
没有 涉及 量子 测量 。 

定义 6.3.1 对 于 任意 的 1<i<n, 令 Ui 是 希 尔 伯 特 空间 AH 内 的 么 正 算 子 。 令 MR 
一 个 名 为 “硬币 空间 ”的 辅助 空间 , {O BM 的 一 组 标准 正 交 基 。 那么 可 以 将 空间 .和 四 :党 
的 线性 算 子 U 定义 为 : 


U(|i)|y)) = | Uily) (6.10) 
其 中 |b) € H,1<i<n. 通过 线性 关系 ,我们 可 以 得 出 : 
U (Eewa) = 2 aili) Vile) (6.11) 


对 于 任意 的 |wi) E H 和 任意 的 复数 ai MRL. HF U 被 称 为 Ui(1 < i < n) 沿 着 基 {|i)} 
进行 的 卫 式 组 合 ， 并 记 为 : 


U= Qll) -U;) A VU=U 
i=1 $i 

很 容易 验证 卫 式 组 合 UV 是 空间 AOH 中 的 么 正 算 子 。 特别 地 , 量子 “硬币 ”g BER 
统 的 外 部 系统 9 且 它 的 状态 空间 为 27; 否则 这 两 个 系统 组 成 的 复合 系统 的 状态 空间 不 会 是 
HD KH, A (6.10) 和 (6.11) 也 不 会 成 立 。 

实际 上 ， 乏 正 算 子 的 卫 式 组 合并 不 是 什么 新 东西 , 它 只 是 2.2.4 节 介 绍 的 量子 多 路 复 用 
器 (QMUX). 

例子 6.3.1 U 是 量子 多 路 复 用 器 , 它 有 此 个 选择 量子 比特 ,数据 总 线 宽度 为 d 个 量子 
比特 。 我们 可 以 用 分 块 对 角 适 阵 来 表示 它 : 

Uo 
Ui 
U = diag(Uo, Ui,:… ,Uzr_1) = 


Uok_1 





O 外 部 系统 即 系统 所 对 应 的 状态 空间 不 重合 。 张 量 一 般 发 生 在 不 重合 的 两 个 空间 上 , 因为 有 重合 就 会 有 相互 作用 ， 
可 能 导致 非 线 性 。 一 一 译 者 注 
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包含 上 个 量子 选择 位 的 多 路 复 用 Uo, Ui ,U2r_1 恰好 是 沿 着 大 个 量子 比特 的 可 计算 基 夭 
{i} 进行 的 卫 式 组 合 
7, 


QD (li) > Ui) 


i=0 
定义 6.3.1 中 Ui 的 卫 式 组 合 U 依赖 于 对 “硬币 ”空间 .加 的 标准 正 交 基 {|i)} 的 选取 。 
如 果 “硬币” 空间 和。 有 两 组 不 同 的 标准 正 交 基 {|i)} 和 {|wi)}, 那么 存在 一 个 么 正 算 子 使 
得 对 于 任意 的 i 都 有 loi) = Ulio 此 外 , 通过 计算 可 以 得 到 : 
引 理 6.3.1 RAMA {li)} 和 {y} 分别 沿 着 这 两 组 基 进行 卫 式 组 合 ， 能 够 
得 到 两 种 不 同 的 卫 式 组 合 。 它 们 之 间 的 关系 为 : 


ilei) > Ui) = (Uy 8 Iæ) Ali) > Ui) (UE 8 Le) 


其 中 lye 是 属于 空间 H 的 单位 算 子 。 

上 述 引 理 告 诉 我 们 ,以 {|i)} 为 基 和 以 {|y;} 为 基 都 可 以 进行 卫 式 组 合 ， 且 这 两 种 卫 式 
组 合 之 间 可 以 相互 表示 。 因 此 在 定义 卫 式 组 合 时 , 对 于 “硬币 ”空间 标准 正 交 基 的 选取 并 不 
那么 重要 。 


6.3.2” 算 子 值 函数 


直接 对 定义 6.3.1 进行 扩展 并 不 能 得 到 一 般 性 量子 算 子 的 卫 式 组 合 。 为 了 解决 这 个 问题 ， 
我 们 需要 算 子 值 函数 的 概念 。 对 于 任意 的 希 尔 伯 特 空间 A, K .中 的 (线性 限界 ) 算 子 的 
REWA LH) 

EX 6.3.2 SA 是 一 个 非 空 集合 。 如 果 满 足 


DF(6)t. F(6) E Le (6.12) 
bEA 
MARA BRE: A 一 L(A) 为 定义 在 集合 A 上 的 算 子 值 函 数 , 其 中 le 是 属于 空间 H 
的 单位 算 子 , CRA Lowner Æ ( 见 定义 2.1.13)。 特 别 地 ， 不 等 式 (6.12) 的 等 号 成 立 当 且 仅 
当下 是 满 的 。 

算 子 值 函数 最 简单 的 例子 是 么 正 算 子 和 量子 测量 。 

例子 6.3.2 

(1) 属 于 项 尔 伯 特 空间 .6 的 么 正 算 子 U 是 在 单元 素 集合 A = {6} 上 定义 的 完全 算 子 
值 函 数 。 该 函数 将 A 中 唯一 的 元 素 6 向 U 做 映射 。 

(2) 属 于 项 尔 伯 特 空间 .6 的 量子 测量 M = {Mm} 是 在 集合 A={m} 上 定义 的 完全 算 
FURR, 该 集合 的 元 素 为 测量 M 所 有 可 能 的 测量 结果 。 该 函数 将 每 个 可 能 的 测量 结果 Mm 
向 其 对 应 的 测量 算 子 Mm 做 映射 。 

将 例子 6.3.2(2) 与 例子 2.1.9(2) 进行 比较 会 很 有 趣 。 在 例子 2.1.9(2) F, 我 们 通过 忽略 
量子 测量 的 结果 来 得 到 一 个 新 的 量子 操作 ; 但 是 在 例子 6.3.2(2) 中 , 所 有 可 能 的 测量 结果 都 
不 能 忽略 ,必须 将 这 些 结果 存储 在 索引 集 A = {m} 中 。 
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通常 情况 下 , 一 个 量子 操作 可 以 定义 一 类 算 子 值 函数 。 令 8 是 属于 希 尔 伯 特 空间 W 的 
量子 操作 , 那么 可 以 将 8 通过 Kraus 算 子 和 表示 法 进行 表示 : 


a= >. E; o El 
这 表明 对 于 任意 属于 Z HERAT p 都 有 (该 推理 参考 定理 2.1.1): 
6(p) = 2 EipE} 


在 使 用 这 种 表示 法 的 情况 下 , 我 们 用 集合 A = {i} 来 对 下 标 进行 存储 ， 并 在 集合 A 上 定义 
算 子 值 函数 


F(i) = E; 


该 定义 对 任意 的 ie A 都 成 立 。 因 为 & 的 算 子 和 表示 法 并 不 唯一 , 所 以 8 能 够 定义 不 止 一 
个 单 算 子 值 函数 。 
定义 6.3.3 ”量子 操作 @ 产生 的 算 子 值 济 数 的 集合 (8) 由 8 的 所 有 不 同 的 Kraus 算 
子 和 表示 法 定义 的 算 子 值 函 数 构 成 。 
与 之 相反 , 一 个 算 子 值 函数 只 能 唯一 确定 一 个 量子 操作 。 
定义 6.3.4 令 已 是 定义 在 集合 A 上 的 算 子 值 函数 且 FEH, 那么 下 会 唯一 确定 一 
个 量子 操作 E(F) EH: 
&(F) = X F(5) o F(8)t 
5cA 
即 
&(F)(p) = 2 F(6)pF(5)' 


6EA 
对 于 任意 属于 空间 Z 的 密度 算 子 p 都 成 立 。 
为 了 进一步 说 明 算 子 值 函数 和 量子 操作 之 间 的 关系 ,可 以 将 一 类 算 子 值 函数 F 记 为 : 


6(F) = {8(F): F € F} 


显然 对 于 任意 量子 操作 8， 都 满足 8(F(8)) = {8}。 另 一 方面 ， 对 于 任意 在 集合 A = 
{61,… ,6k} 上 定义 的 算 子 值 函数 ,通过 引 理 4.3.1 ( 即 [174] 一 书 中 的 定理 8.2) 可 以 得 
Fj, F(6(F)) 由 在 集合 T = {n,---.n} 上 定义 的 所 有 算 子 值 函 数 G 构成 ， 且 对 于 任意 的 
l<i<cn 都 有 


G(%) = 》 ty- F6) 
j=l 


成 立 , 其 中 n = max (k,l), U = (wi;) 是 一 个 xn WAER, 对 于 所 有 的 k+l1<ign 
和 1+1<j<n 的 i 和 j, WE Fai) = Gl) = 0xe, 0x EH 中 的 零 算 子 。 
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6.3.3” 算 子 值 函数 的 卫 式 组 合 


现在 我 们 开始 定义 算 子 值 函数 的 卫 式 组 合 。 在 正式 开始 定义 之 前 ， 需 要 先 介绍 一 个 概 
念 。 对 于 任意 的 1<icn, $ A; 是 一 个 非 空 集合 。 那么 记 : 


p4: = {9 ð; : 6; € Ai, LSS n} (6.13) 


此 处 @?_16; 只 是 一 个 表示 6; 的 正式 语法 组 合 的 符号 。 当 我 们 在 下 一 小 节 中 使 用 6; 来 表示 
经 典 变 量 的 状态 时 , 会 对 这 个 符号 的 直观 含义 进行 详细 解释 。 
定义 6.3.5 ”对 于 任意 的 1<i<n, 令 是 在 集合 A; 上 定义 的 算 子 值 函数 且 Fj CH. 
A 是 “硬币 ”项 尔 伯 特 空间 且 {| 让 } 是 它 的 一 组 标准 正 交 基 。 那么 沿 着 基 {| 小} 进行 的 F; 
的 卫 式 组 合 
FAS Bu 一 及) 也 可 以 简 记 为 已 全 Dr 


geil 
就 是 在 集合 Q A 上 定义 的 算 子 值 函 数 


F: Q4: > Z(H 8 H) 


i=1 


LEEFEBRLAT EA GIR 我 们 可 以 按照 如 下 三 步 对 其 进行 定义 : 
(1) 对 于 任意 的 6 € Al < i < n)， 


F(@Bi10i) 
是 属于 空间 HIH 的 一 个 算 子 。 


(2) 对 于 任意 的 WW) © 36@ 和 10， 存在 一 个 唯一 的 元 组 (Ii),… s/n) 满足 a) n) € 


Ho WITA |V) 写作 


n 


IZ) = $ li)lw) 


i=l 


F(®216)|Y) = J (I. li) (Fi (di) |vs)) (6.14) 


i=1 \kHi 


(3) 对 于 任意 的 6k E Ak(1 <k <n), CHARA: 


trFx (0)1 FP (dx) 
ere A, tPCTE)T Fk (Te) 


特别 地 ， 如果 有 到 是 满 的 且 d=dimH < co, 那么 


Neb, = (6.15) 


项 i tr Fx (dk)! Fe (5k) 

a ca cae 
这 个 定义 非常 复杂 , 不 仔细 观察 很 难 发 现 式 (6.14) 中 Xxs 的 乘积 是 如 何 得 到 的 。 简 单 
来 说 ， 就 是 对 概率 幅 进行 归 一 化 处 理 便 可 以 得 到 这 一 乘积 。 当 我 们 对 引 理 6.3.3 ( 见 6.9 节 ) 
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进行 证 明 时 , 会 对 此 有 更 清晰 的 理解 。 直 观 上 而 言 ， 可 以 将 式 (6.15) 中 系数 的 平方 A2, Œ 
解 为 一 类 条 件 概率 。 实 际 上 , 式 (6.14) 和 (6.15) 中 有 一 些 系 数 的 选择 可 能 不 同 , 我 们 将 会 在 
6.8.1 节 对 这 个 问题 做 进一步 讨论 。 

我 们 需要 特别 注意 , 在 先前 的 定义 中 卫 式 组 合 F 的 状态 空间 是 9H, 主 系 统 的 状 
态 空间 为 H, 因此 量子 “硬币 ”g 必须 是 主 系统 的 外 部 系统 。 

如 果 对 于 任意 的 1 < i < n, 集合 A; 都 是 单元 素 集合 , 那么 所 有 的 Ars, 都 等 于 1, Ask 
(6.14) 会 退化 为 式 (6.11)。 所 以 可 以 将 上 述 定义 视 作对 6.3.1 节 中 介绍 的 乏 正 算 子 的 卫 式 组 
合 在 一 般 情况 下 的 扩展 。 

下 面 这 条 引 理 表明 算 子 值 函数 的 卫 式 组 合 是 定义 明确 的 。 

引 理 6.3.2 LAAS Oi (li) 一 F) 是 在 集合 OL, Ai 上 定义 的 算 子 值 函 数 ， 且 该 
算 子 值 函 数 属于 空间 IHX. 特别 地 ， 如 果 对 于 所 有 的 1 <i<n, 相应 的 F 是 满 的 ， 那 
么 下 也 是 满 的 。 

我 们 将 在 6.9 节 对 该 引 理 进行 证 明 。 

与 引 理 6.3.1 相似 , 在 构建 算 子 值 函数 的 卫 式 组 合 的 过 程 中 选取 “硬币 空间 ”的 哪 一 组 
标准 正 交 基 并 不 重要 。 假设 {i} 和 {lwi)} 是 “硬币 空间 ”6 的 任意 两 组 标准 正 交 基 , > 
U, 是 乏 正 算 子 且 对 于 任意 的 i 都 有 lpi) = Uhi) R. MARINA: 

引 理 6.3.3 ”假设 {H} 和 {lei)} 是 “硬币 空间 ”6 的 任意 两 组 标准 正 交 基 , PALS 
不 同 基 得 到 的 卫 式 组 合 之 间 的 关系 如 下 所 示 : 

Pllpi) > Fi) = (U; 8 Iæ): Billi) > F:) - (Vi® Le) 
i=1 


41 
即 对 于 任意 的 61 € Ail,:… ,6n E An, 都 满足 : 


Pllpi) > Fi)(@h1d:) = (U; 8 Iæ) (AU > Fi)(@21 4) (Vi 8 Le) 
i=1 i=1 
现在 通过 一 个 例子 来 对 定义 6.3.5 进行 说 明 。 这 个 例子 告诉 我 们 如 何 通 过 一 个 量子 “ 硬 
币 ” 将 两 个 量子 测量 进行 组 合 。 
例子 6.3.3 ”考虑 由 两 个 最 简单 的 量子 测量 构成 的 卫 式 组 合 : 
© MO) 可 以 对 量子 比特 p( 主 量子 比特 ) ETHERS |0),|1) 上 进行 测量 ， 即 MO = 
{MO MI }， 其 中 
MË = |0)(0|, My” = l 
e MO 可 以 对 相同 的 量子 比特 p 在 基 
y= Z + (1) 
上 进行 测量 , 即 MY = {MO MO}, 其 中 


MP =H, MO =|-)(-| 
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那么 MO 和 MY 活着 另 一 个 量子 比特 g (“硬币 量子 比特 ”) 的 可 计算 基 矢 进行 的 卫 式 组 
合 是 对 量子 比特 p 和 q 进行 的 测量 


M = MO) ® Mo = {Mo+, Mo-, Mi+, Mı-} 


其 中 订 是 197 的 缩写 且 

1 
Va 
对 于 主 量 子 比 特 p 任意 的 态 Wo) Wi) 都 成 立 , 其 中 iE {0,1}, jE {二 ,一 }。 此 外 ,对 于 两 个 
量子 比特 p, q 的 任意 态 |V) 和 任意 的 ie {0,1}, j & {二 ,一 }, 通过 计算 可 以 得 到 : HATA 
Z) 的 双 量 子 比特 系统 gp 执行 MO 和 MY 的 卫 式 组 合 M 得 到 的 测量 结果 为 ij 的 概率 
为 


Mai(l0)alyo)s + [)al¥1)p) = -A (10)a ME lo) + [1)aM ln) 


pli,j\),M) = 2 [p (i018), MO) +p (ilt), M) 


其 中 : 
(1) 假 定 双 量子 比特 系统 处 于 |W) A, 选取 “硬币 "量子 比特 gd 的 基态 为 |k), HP k=0,1. 
如 果 |W) = |0)qlvo)p + |1)ql¥1)p, 那么 


a(k|Y) = |bx) 


是 主 量子 比特 p 的 “条 件 ” 态 。 

(2) 量 子 比特 p 处 于 状态 a(0| 罗 ), 那么 对 它 执行 测 量 MO 得 到 测量 结果 为 i 的 概率 为 
p (ila (0#), M); 

(3) 量 子 比特 p 处 于 状态 (A), 那么 对 它 执行 测量 MO 得 到 测量 结果 为 j 的 概率 为 
p (jla (118), MO) 


6.3.4 ”量子 操作 的 卫 式 组 合 


上 一 节 中 , 我 们 研究 了 如 何 利 用 外 部 量子 “硬币 ”来 组 合 一 类 算 子 值 函数 。 现 在 , 量子 
操作 的 卫 式 组 合 可 以 通过 由 它们 产生 的 算 子 值 函 数 的 卫 式 组 合 进行 定义 。 

定义 6.3.6 ”对 于 任意 的 1<i<n, 令 扩 是 属于 项 尔 伯 特 空间 H 的 量子 操作 ( 即 超 算 
F) > Hy 是 以 {D} 为 一 组 标准 正 交 基 的 “硬币 ”项 尔 伯 特 空间 。 那么 可 以 将 沿 着 基 {|i)} 
进行 的 6 的 卫 式 组 合 定义 为 属于 空间 OR 的 一 类 量子 操作 : 


Aili) + &) = fe (Bu 一 r) : 对 于 任意 的 1<i<n 都 有 下 e re) 
į=1 i=1 
其 中 : 

(1) F(F) 表示 由 量子 操作 T 产生 的 量子 算 子 值 函数 的 集合 (参考 定义 6.3.3); 

(2) E(F) RMURF ABR F 定义 的 量子 操作 (参考 定义 6.3.4)。 

与 定义 6.3.1 和 定义 6.3.5 的 情况 相似 , 卫 式 组 合 OP, (|i) 一 £) 是 属于 空间 A H 
的 量子 操作 , 因此 量子 “硬币 ”9 是 状态 空间 为 H 的 主 系统 的 外 部 系统 。 
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WR n = 1, 那么 上 述 量 子 操作 的 卫 式 组 合 仅 由 6 构成 。 如 下 面 这 个 例子 所 示 ， 如果 
n > 1， 那 么 它 通 常 不 是 单元 素 集合 。 对 于 任意 属于 希 尔 伯 特 空间 . 关 的 么 正 算 子 U, 我 
们 将 通过 U 定义 的 量子 操作 记 为 éu = U eVi， 即 对 于 任意 属于 Z 的 密度 算 子 p 都 有 
&u(p) =UpUt (参考 例子 2.1.8)。 

例子 6.3.4 假设 Uo 和 Ui 是 两 个 属于 希 尔 伯 特 空间 .和 6 的 么 正 算 子 。 令 U 是 由 单 量 
子 比 特 的 可 计算 基 夭 |0),|1) 控制 的 Uo 和 UL 的 组 合 : 


U=Weu, 
MA Ey 是 超 算 子 Cy, 和 Ev, 构成 的 卫 式 组 合 
Ê = uo ® év, 
中 的 一 个 元 素 。 但 8 包含 不 止 一 个 元 素 。 实 际 上 ， 它 满足 : 
&{8y, =Ug 0 U] : 0 <0 < 2n} 


其 中 
Up = Uo @ ° U 


注意 卫 式 组 合 E 中 元 素 的 非 唯一 性 是 Uo 和 U, 之 间 的 相对 相位 O 导致 的 。 
现在 来 检验 在 量子 操作 的 卫 式 组 合 中 如 何 选 择 “ 硬 币 空间 ”的 基 。 为 此 , 我 们 需要 先 介 
绍 两 个 概念 : 
AAG 是 属于 空间 7 的 两 个 量子 操作 , 它们 的 顺序 组 合 206 是 属于 .和 % 的 量 
子 操作 , 且 
(6 0 &1)(p) = &2(4i(p)) 


对 于 任意 属于 Z 的 密度 算 子 p 都 成 立 。 这 个 概念 在 5.1.2 节 中 已 经 介绍 过 了 。 
(2) 更 一 般 性 地 , 对 于 任意 属于 Z 的 量子 操作 C 和 任意 属于 Z 的 量子 操作 的 集合 0, 
将 C 和 2 的 顺序 组 合 记 为 : 


EoQ={@oF: FEN} BH No ={FoE: FEN} 


下 面 的 引 理 可 以 从 引 理 6.3.3 推导 得 到 , 它 表 明 对 于 量子 操作 的 卫 式 组 合 , 如 何 选取 “ 硬 
币 空间 ”的 标准 正 交 基 并 不 重要 。 假设 {i} 和 {lwi)} 是 “硬币 空间 ”6 的 任意 两 组 标准 正 
交 基 。 对 于 任意 的 i $ Us 是 满足 lpi) = Udi) MATER. WARNA: 

引 理 6.3.4 ”假设 {D} 和 {|pi)} ERPS” HK 的 任意 两 组 标准 正 交 基 , 那么 沿 着 
不 同 的 基 得 到 的 卫 式 组 合 之 间 的 关系 为 


nm 


Dp) > &) = | Suter. ° DU > &)| © bu,erx 
i=l $=1 
其 中 Eux 和 Cut ete 分 别 是 由 么 正 算 子 Us Iæ Fo UL Ole 定义 的 量子 操作 ， 且 它们 
都 属于 空间 HI H. 

练习 6.3.1 证 明 引 理 6.3.1、6.3.3 和 6.3.4。 
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6.4 QuGCL 程序 的 语义 
通过 6.3 节 的 准备 , 我 们 可 以 对 6.2 节 提 出 的 量子 编程 语言 QuGCL 的 语义 进行 定义 。 
在 开始 定义 之 前 , 我 们 首先 简单 介绍 几 个 在 本 节 中 需要 用 到 的 概念 。 

o S HHH 是 两 个 希 尔 伯 特 空间 ,EB 是 属于 Z KAT. 那么 E 的 柱 面 扩 张 是 属 
于 空间 Z9 W HET Fele, 其 中 Le 是 空间 Z 的 单位 算 子 。 在 不 会 产生 混 
YN, 我 们 将 E @ Lye 简单 地 记 作 E- 

SF BRERA A 上 定义 的 算 子 值 函数 , 它 属于 空间 Z. F 的 柱 面 扩展 是 属于 空间 
HOR HAF ERM 下 ， 该 算 子 值 函数 定义 在 集合 AL, 且 对 于 任意 的 6e A 都 
满足 

F(6) = F(6) ® Le 
当 可 以 根据 上 下 文 进行 判断 时 , 我们 将 F 简单 地 记 作 PF. 

。 令 8 = BoE 是 属于 空间 Z 的 量子 操作 。& 的 柱 面 扩张 是 属于 空间 ver’ 
的 量子 操作 : 

B=) (E®Ix')o (El ® Iæ) 


在 不 会 产生 混淆 时 , BUTE 8 简单 地 记 作 E MRE 是 属于 . 知 的 算 子 , p 是 属于 
空间 2 @ 60' 的 密度 算 子 , 那么 可 以 将 EpEt 理解 为 (E @ Te')p(E1 ® Iæ) 
6.4.1 ”经典 态 
定义 QuGCL 语义 的 第 一 步 是 定义 QuGCL 中 经 典 变量 的 状态 。 这 里 需要 注意 , QuGCL 
中 的 经 典 变量 只 用 于 存储 量子 测量 的 测量 结果 (参考 6.2 节 )。 
定义 6.4.1 我 们 可 以 将 经 典 态 及 其 域 归纳 定义 为 : 
(1) e 是 一 种 被 称 为 空 态 的 经 典 态 , 且 dom(e) =. 
(2) 如 果 x EVar 是 经 典 变量 ，a E Du Ec 的 域 中 的 元 素 , 那么 [ca] 是 经 典 态 ， 且 
dom([z — a]) = {x}. 
(3) 如 果 6, 和 62 都 是 经 典 态 ， 且 dom(d,) N dom(6z) = Ø, APA 5162 也 是 经 典 态 ， 且 
dom(6162) = dom(01) U dom(62)。 
(4) 如 果 对 于 所 有 的 1 < i<n, 6 都 是 经 典 态 , PA Ob 也 是 经 典 态 ， 且 


dom(®?_, 6:) = (J dom(6;) 
i=l 


直观 上 而 言 , 该 定义 的 前 三 条 子 句 中 定义 的 经 典 态 6 实际 上 是 对 经 典 变量 的 (局 部 ) 赋 
ERE: 更 确切 地 说 , 5 是 一 个 属于 笛 卡 儿 积 [[,eaom(s) Dz 的 元 素 , 即 该 经 典 态 是 一 种 选择 
6:dom(6)— |] Dz 

zEdom(6) 
满足 对 于 任意 的 z e dom(6), 都 有 d(x) € Dee FAI (4) 定义 的 态 @& 16; BAS 5i(1 < i <n) 
的 一 类 形式 化 组 合 。 这 在 定义 量子 case 语句 的 语义 〈 即 算 子 值 函数 的 卫 式 组 合 ) 的 过 程 中 
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很 有 用 。 我 们 可 以 通过 式 (6.13) 和 定义 6.3.5 来 解释 为 什么 需要 这 类 组 合 。 更 确切 地 说 , 我 
们 有 : 
o TS e 是 空 函数 。 AW Jego Dz = {e}, 所 以 e 是 唯一 一 个 可 能 包含 空域 的 态 。 
。 态 [z 一 a] 将 变量 r 赋值 为 a, 但 其 他 变量 仍 未 被 赋值 。 
。 可 以 将 组 合 态 5162 视 作 对 dom(51) U dom(62) 中 的 变量 进行 赋值 : 
01(7) «x € dom(d;) 
56 = 
(0102)(2) | 02(7) x € dom(62) eas 
因为 要 求 dom(51) N dom(52) = Ø, MAAR (6.16) 是 定义 明确 的 。 特 别 地 ， 对 于 
任意 的 态 656， 都 满足 eg = je = ô, MH x g dom(d), 那么 [x — al 代表 对 属于 域 
dom(6) U {x} 的 变量 进行 赋值 : 


d(y) y E€ dom(ô) 


a =z 


dlz ~ al(y) = | 


因此 ，[zi 一 a] [zk — ak] 是 经 典 态 , 它 将 变量 x; 赋值 为 a;(1 < i < k) FXF, 
我 们 通常 将 该 经 典 态 简写 为 : 


[zi — @1,°-- ,Tk — ak] 


e 可 以 将 态 @?_16; 视 作 对 5(1 < i < n) 进行 的 一 类 不 确定 性 选择 。 我 们 在 下 一 小 节 
(特别 是 定义 6.4.2 的 结论 (5)) 中 将 发 现 , 经 典 态 [zi 一 a1,… ,zk — ak] 实际 上 是 
由 一 系列 将 测量 结果 a1,… ,ax 存储 到 变量 z1,… ,zk 中 的 量子 测量 Mi,… , Mi P 
生 的 。 但 是 量子 测量 M1,… , Mi 也 可 能 有 其 他 测量 结果 al, ,ah， 所 以 我 们 可 以 
得 到 许多 其 他 的 经 典 态 5 = [zl 一 a1,… ,zk 一 of。 因此 形式 为 oidi 的 态 需 要 存 
储 通过 量子 测量 M,- ,Mi 得 到 的 所 有 不 需要 使 用 的 测量 结果 。 
6.4.2 ” 半 经 典 语 义 
现在 我 们 对 QuGCL 中 的 半 经 典 语义 进行 定义 , 它 将 作为 定义 其 纯 量子 语义 的 阶梯 。 对 
于 任意 的 QuGCL 程序 S, 我 们 将 其 经 典 变量 所 有 可 能 的 状态 记 为 A(5)。 
。 我 们 将 S 的 半 经 典 指称 语义 [S] 定义 为 集合 A(S) 上 定义 的 算 子 值 函数 ， 且 该 算 子 
值 函数 属于 Haco 其 中 vans) 是 在 S 中 出 现 的 量子 变量 的 状态 空间 。 
特别 地 ， 如 果 qvar(5) = ø, 比如 S = abort 或 者 skip, BA Myvar(s) 实际 上 是 一 维 空间 
Ho, ATW Ho 中 的 算 子 视 作 一 个 复数 ; 比如 零 算 子 就 是 数字 0, 单位 算 子 就 是 数字 1。 
对 于 任意 量子 变量 的 集合 V CqVar, 我 们 将 希 尔 伯 特 空间 Hy = Quv 的 单位 算 子 记 为 
Ive 
定义 6.4.2 ”我 们 可 以 将 QuGCL 程序 S HARA A(S) 和 半 经 典 语义 函数 |S) 归纳 
定义 为 : 
(1) A(abort = {e}) E labort|(e) =0 
(2) A(skip = {e}) E |skip](e) =1 
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(3) 如 果 5S 三 9:= Ufa], 那么 A(S) = {e} E [Sj(e) = Uz, 其 中 Us 是 作用 在 空间 Hg 上 
ZEF U. 
(4) R S= S1; S2, 那么 


A(S) = A(S1); A(S2) 
= {6102 : 61 € A(S1), 62 € A(S2)} 


LS} (61 62) = (LS2]( (62) @ Ty\qvar(S2)) (LSi 1 ( (61) )® Tie) (6.17) 
HP V = qvar(S1) Uqvar(S2). 
(5) 如 果 S RAR case 语句 : 


S =if(Qm- M[Ẹ : x] =m- Sm)fi 
其 中 量子 测量 M = {Mim}, 那么 
= [fala — m] : 5 € A(Sm)} 


LS] (6[z = ml]) S (LSm | (6) ® Iy\qvar(Sm)) j (Mm ® Ivia) 
对 于 任意 的 5€ A(Sm) 和 测量 结果 m HRA, 其 中 


vn (Uo 


S = qiflgl(Oi |t) > S:)fiq 


(6) 如 果 S 是 量子 case #4): 


那么 
= PD AS) (6.18) 
IS] = Pi => [S:]) (6.19) 
其 中 式 (6.18) 中 的 操作 D 是 通过 式 (6.13) 进行 定义 的 ， 式 (6.19) 中 的 田 代表 算 子 值 函 数 
的 卫 式 组 合 (参考 定义 6.3.5)。 229 


因为 定义 6.2.1 中 要 求 顺序 组 合 S1; .52 满足 var(S1) N var(S2) = &， 所 以 对 于 任意 的 
6; € A(S1) 和 62 € A(S2) 都 满足 dom(61) N dom(ô2) = o RIES (6.17) 是 定义 明确 的 。 
我 们 可 以 将 量子 程序 的 半 经 典 语义 想象 为 : 
。 如果 量子 程序 S 不 包含 量子 case 语句 , 那么 它 的 语义 结构 是 一 棵 树 。 我 们 可 以 用 基 
本 命令 来 标记 它 的 节点 , 用 线性 算 子 来 标记 它 的 边 。 这 棵 树 从 根 节 点 开始 , 按照 如 下 
方式 进行 生长 : 
。 如 果 当 前 节点 是 通过 么 正 变换 U 来 标记 的 , 那么 从 该 节点 会 生长 出 一 条 边 , 且 该 边 
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通过 U 进行 标记 。 
。 如 果 当 前 节点 是 通过 测量 M = {Mm} 来 标记 的 , 那么 对 于 任意 可 能 的 测量 结果 
m, 都 会 从 该 节点 生长 出 一 条 边 ， 且 该 边 通过 对 应 的 测量 算 子 Mm 进行 标记 。 
GR, 5 中 测量 的 不 同 结果 会 导致 语义 树 产 生 分 支 。 任 意 的 经 典 态 5 © A(S) 都 对 应 
S 的 语义 树 的 一 条 分 支 , 且 它 表示 一 条 可 能 的 执行 路 径 。 此 外 , 处 于 5 态 的 语义 函数 
LS] 的 值 是 对 5 中 的 边 进行 标记 的 算 子 的 (顺序) AA. 我 们 可 以 从 上 述 定义 的 子 句 
(1)~(4) 中 得 出 这 个 结论 。 
。 如果 量子 程序 S 包含 量子 case 语句 , 那么 它 的 语义 结构 将 会 复杂 得 多 。 在 这 种 情况 
下 , HEMAHRAS EMT AM, HABITAT OPEB MAS. 我 们 将 处 于 分 
SBMS MRR [S|] 的 值 定义 为 这 些 分 支 的 值 的 卫 式 组 合 。 
6.4.3 ” 纯 量 子 语义 
我 们 可 以 将 QuGCL 量子 程序 的 纯 量子 语义 定义 为 由 其 半 经 典 语义 函数 导出 的 量子 操 
VE (参考 定义 6.3.4). 
定义 6.4.3 ”对 于 任意 的 QuGCL 程序 5, 其 纯 量子 指称 语义 是 空间 Myais) 中 的 量子 
操作 [S], 可 以 将 它 定义 为 : 
[Ss] = (LSI) = >》 LSI) o LSI (6.20) 
dE A(S) 
KP IS] ZS 的 半 经 典 语义 函数 。 
下 面 这 条 命题 从 QuGCL 程序 的 子 程序 的 角度 提出 了 纯 量 子 语义 的 一 种 明确 的 表示 方 
法 。 相 较 于 前 面 的 抽象 定义 , 下 面 这 种 表示 方法 在 实际 应 用 中 更 容易 使 用 。 
命题 6.4.1 
(1) [abort] = 0 
(2) [skip] = 1 
(3) [S1; S2] = [S2] © [S1] 
(4) Iz := Ula] = Uz0 U} 
(5) 
[if(Om - M[g: 2] =m > Sm)fi] = > [[Sm] © (Mm o M},)] 


可 以 将 [Sm] 视 作 从 空间 .varts,) 向 空间 Hy 进行 的 柱 面 扩张 ， 将 Mm o Mi, 视 作 从 空间 
He 向 空间 Hy 进行 的 柱 面 扩张 ， 且 


= qU (U avn) 


[aiffa] (Gi |i) > Sial € DN) > [5]) (6.21) 


(6) 


对 于 任意 的 1 < a < N, [Si] 是 从 空间 Heovar(S;) 向 空间 HY 进行 的 柱 面 扩 张 ， 且 


WY (U ava) 


i 
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需要 指出 , 在 上 述 命题 中 , 符号 。 有 两 种 不 同 的 含义 。 在 子 句 (3) MTA (5) 中 第 一 次 出 
现时 , 它 代表 量子 操作 的 卫 式 组 合 ; 即 对 于 任意 的 密度 算 子 p 都 满足 (06,)(p) = 6(A(p))- 
但 在 子 句 (4) MFA (5) 中 第 二 次 出 现时 , 我 们 用 它 来 将 一 个 量子 算 子 定义 为 量子 操作 ; B 
对 于 任意 的 算 子 4 和 任意 的 密度 算 子 p, Ao At 是 通过 G4(p) = ApAt 定义 的 量子 操作 840 
上 述 命 题 中 的 子 句 (2)~(5) 与 命题 3.3.1 中 相对 应 的 子 句 本 质 上 是 相同 的 。 我 们 将 上 述 命题 
的 证 明 放 在 6.9 节 中 , 该 证 明 虽 然 见 长 , 但 是 并 不 困难 。 我 们 鼓励 读者 自行 证 明 该 命题 , 在 
证 明 的 过 程 中 可 以 加 深 对 定义 6.4.2 和 定义 6.4.3 的 理解 。 

上 述 命题 表明 因为 式 (6.21) 中 有 符号 c 出 现 ， 所 以 纯 量子 指称 语义 是 几乎 可 组 成 的 ， 
而 非 完 全 可 组 成 的 。 我们 可 以 将 符号 e 理解 为 一 种 细 化 关系 口 。 需 要 注意 式 (6.21) 中 的 符 
号 < 通常 不 能 使 用 等 号 来 蔡 代 。 这 也 是 程序 的 纯 量 子 语义 可 以 通过 其 半 经 典 语义 推导 得 到 ， 
却 不 能 通过 结构 归纳 法 直接 定义 的 原因 。 

需要 强调 式 (6.21) 中 的 符号 e 并 不 意味 着 量子 case 语句 的 纯 量 子 语义 是 定义 明确 的 。 
实际 上 , 它 由 式 (6.19) 和 (6.20) 唯一 定义 为 一 个 量子 操作 。 式 (6.21) 的 等 式 右边 并 不 是 任何 
一 个 程序 的 语义 , 而 是 程序 5; 的 语义 的 卫 式 组 合 。 因 为 它 是 一 类 量子 操作 的 卫 式 组 合 ， 所 
以 正如 例子 6.3.4 MR, 它 是 由 多 个 量子 操作 组 成 的 集合 。 量子 case 语句 的 语义 是 式 (6.21) 
等 式 右 边 的 量子 操作 集合 中 的 一 个 元 素 。 

练习 6.4.1 举例 说 明 当 式 (6.21) 中 的 符号 E 替换 为 等 号 后 , 该 定义 不 成 立 。 

可 以 基于 量子 程序 的 纯 量 子 指称 语义 来 对 它们 之 间 的 等 价 性 进行 介绍 。 大 致 说 来 , 如 果 
两 个 程序 在 输入 相同 的 情况 下 , 可 以 通过 计算 得 到 相同 的 输出 , 那么 就 称 这 两 个 程序 是 等 价 
的 。 形式 化 地 , RITA: 

EX 6.4.4 4 P fe Q 是 两 个 QuGCL HF. MA 

(1) 如 果 


[P] 8 Aar = [R] ® Frig 


成 立 ， 那么 我 们 称 P Fa Q 是 等 价 的 ， 并 记 为 P= Qo 其 中 IQP 是 空间 Miss(gjNavantBy 的 
单位 量子 操作 ，.ZP\Q@ 是 空间 ivar(P)\avar(@) 的 单位 量子 操作 。 
(2) 如 果 


tr 26. yar(P)uevar(Q) ([P] 8 FQ\P) = La E E E ([Q] ® Jpg) 


BL, 那么 我 们 称 P 和 Q 是 “自由 硬币 ”等 价 关系 ,并 记 为 P =cr Q。 

上 述 定义 中 的 符号 tr 表示 偏 迹 , 定义 2.1.22 对 密度 算 子 的 偏 迹 进行 了 介绍 。 我 们 现在 
将 偏 迹 的 概念 扩展 到 量子 操作 中 : 对 于 任意 属于 空间 4 @ 4 的 量子 操作 £, trøll) 是 
从 空间 A @ A 到 空间 A 的 量子 操作 , 我 们 可 以 将 其 定义 为 对 于 任意 属于 空间 4 @ A 
的 密度 算 子 p， 都 满足 


tr 和 (6E)(O) = traa (£ (p)) 





O 与 泛 化 相对 应 ， 细 化 关系 表示 由 基本 对 象 可 以 分 解 更 明确 、 更 精细 的 子 对象 。 一 一 译 者 注 
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显然 如 果 P =Q 成 立 , 那么 P =o Q 一 定 成 立 。“ 自 由 硬币 ”等 价 关 系 意味 着 仅 将 
“硬币 ”变量 用 于 产生 程序 的 量子 控制 流 (或 者 用 于 实现 程序 的 又 加 ,这 在 下 一 节 中 会 详细 
讨论 )。 程序 P 的 计算 结果 存储 于 主 状态 空间 Mvar(p)\cvar(p) Fe XF qvar(P) = qvar(Q) 
这 种 特殊 情况 , 我 们 有 : 

© P-Q 4AM [P] = [Q]. 

。 P=cr Q 当 且 仅 当 traa IPI = traro [Qe 

量子 程序 的 转换 和 优化 要 求 被 转换 的 程序 和 源 程序 是 等 价 的 ， 这 时 就 需要 用 到 上 述 定 
义 中 给 出 的 相关 概念 。6.6 节 介 绍 的 代数 法 则 可 以 帮助 我 们 建立 QuGCL 程序 之 间 的 等 价 性 


6.4.4 ”最 弱 前 置 条 件 语义 


4.1.1 节 介绍 了 量子 最 弱 前 置 条 件 的 概念 ,4.2.2 节 介 绍 了 量子 while 程序 的 最 弱 前 置 条 
件 语义 。 在 本 节 中 , 我 们 将 给 出 QuGCL 程序 的 最 弱 前 置 条 件 语义 。 该 最 弱 前 置 条 件 语义 可 
以 从 命题 6.4.1 和 4.1.1 推导 得 到 。 与 经 典 编程 以 及 量子 while 程序 相似 , 最 弱 前 置 条 件 语 
义 可 以 为 我 们 提供 一 种 逆向 分 析 QuGCL 程序 的 方法 。 i 

命题 6.4.2 

(1) wp.abort = 0 

(2) wp.skip = 1 

(3) wp.(P1; P2) = wp.P2 o wp.P; 

(4) wp.g := Ufq] = ul aU; 


(5) wp.if(Om - M[g: 2] = m > Pm)fi= >> [(M}, o Mm) © wp.Pm] 
(6) wp.qif{g] (Oi - |i) + P;)fiq € O;(li) — wp.P;) 


上 述 命题 中 使 用 了 一 些 量子 操作 的 柱 面 扩 张 , 但 由 于 可 以 从 上 下 文 进行 分 辨 , 所 以 并 没 
有 进行 说 明 。 需 要 注意 的 是 上 述 命题 中 符号 。 有 两 种 不 同 的 作用 , 命题 6.4.1 已 经 对 此 进行 
了 详细 说 明 。 此 外 , 由 于 该 命题 的 子 句 (6) 的 右手 边 实 际 上 是 一 个 可 能 包含 多 个 量子 操作 的 
集合 , 所 以 子 句 (6) 中 的 符号 e 不 能 用 等 号 来 进行 替换 。 

我 们 可 以 从 量子 QuGCL 程序 的 最 弱 前 置 条 件 语 义 的 角度 对 QuGCL 程序 之 间 的 细 化 
关系 进行 定义 。 为 此 , 我 们 首先 需要 将 Lowner 序 在 量子 操作 中 做 扩展 : 对 于 任意 两 个 属于 
希 尔 伯 特 空间 H 的 量子 操作 EMF, 

e ECF 成立 , 当 且 仅 当 对 于 任意 属于 .和 的 密度 算 子 p, 都 有 Elp) E 多 (p)。 

EX 6.4.5 4 P fQ 是 两 个 QuGCL BF, wR 


wp.P® IQP C wp.QQ@ IPQ 
成 立 , 那么 我 们 称 PP 是 8 Heath, HA PEQ KP JQ\p 和 Ing 的 含义 与 定义 6.4.4 
中 的 相同 。 
PC 8 表明 因为 将 P 的 前 置 条 件 弱化 到 Q 的 前 置 条 件 , 所 以 我 们 称 Q 改进 了 Po 如果 
PCQ 与 QCP 同时 成 立 , 那么 P=Q。“ 自 由 硬币 ” 细 化 的 概念 可 以 通过 与 定义 6.4.4(2) 
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相似 的 方法 进行 定义 。 

细 化 技术 在 经 典 编程 领域 已 经 得 到 长 足 的 发 展 ,比如 (用 户 需 求 ) 规格 说 明 书 可 以 通过 
多 种 细 化 规则 来 一 步 步 细 化 , 并 最 终 编写 为 可 以 在 机 器 上 运行 的 代码 。 文献 [27] 和 [172] 对 
细 化 技术 进行 了 系统 阐述 , 文献 [220] 将 这 种 技术 进行 扩展 , 使 其 在 概率 性 编程 中 依然 适用 。 
我 们 不 准备 在 这 里 详细 研究 如 何 将 细 化 技术 应 用 在 量子 编程 中 ,不 过 这 却 是 一 个 值得 思考 
的 问题 。 


6.4.5 ”例子 


本 小 节 我 们 将 通过 一 个 简单 的 例子 来 帮助 读者 更 好 地 理解 语义 的 概念 。 
例子 6.4.1 Aq 是 一 个 量子 比特 变量 , zx fry 是 两 个 经 典 变量 。 考 虑 QuGCL 程序 : 


P =qif |0) >H [q] 

if M [q : 2] =0 > X [q] 
O 1 一 了 [9] 
fi 

Ol1) 一 Sla]; 
if M [q : 2] =0 — Y [q] 
口 1 一 ZUq] 
fi; 
和 gj; 
if M[q: y] =0 > Zia] 
口 1— X{q| 
fi 

fiq 


其 中 MO 和 MY 分 别 以 可 计算 基 矢 |0)、|1) 和 |+) 为 基 对 一 个 量子 比特 进行 的 测量 ( 参 
考 例子 6.3.3). H 是 Hadamard 1, X, Y, Z 是 泡 利 矩 阵 ，S 是 相位 门 (参考 例子 2.2.1 和 
2.2.2)。 程 序 P 是 不 包含 “硬币 ”的 量子 case 语句 ， 会 随机 选择 是 执行 子 程序 Po ZAP. 
第 一 个 子 程序 P 首先 会 执行 H 门 ， 接 下 来 执行 测量 MO, WRMEARA 0, 那么 执行 
X11; 如 果 测 量 结果 为 1, 那么 执行 了 门 。 第 二 个 子 程序 已 首先 执行 5 门 , 接 下 来 执行 测 
EMO, Ha X 门 ， 最 终 执行 测量 MO, 

为 了 简化 ， 我 们 将 程序 P 中 的 经 典 态 [x 一 a] WA a, KEF P 中 的 经 典 态 [z 和 一 
by —c] A bc, KP a,c € {0,1}, bE {十 ,一 }。 MPA Po fo P| 的 半 经 典 语义 函数 为 : 
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1 0 0 
LO | } l 


[Po (1) -YD | ima | 


| PJ (+0) = Z-|0)(0|-X-¥-|4)(4]-S=5 | 
234 
[PIGD) =X- DUX- Y HHS = 5 | K f 

| 


[PiJ(—0) = 2 -|0)(0|-X-Z-|-)(-|-$ = 5 


LPiJ(-1) =X -|1)|-X-Z-|-)(-|-S = > 


PP 的 半 经 典 语义 函数 是 在 经 典 态 
A(P)={a@be:ace{0,1} E be {+,-}} 
LELHAFREF LHASA PORT ABR. MOK (6.14) 可 以 得 到 : 
| P] (a ® bc)(|0)|y)) = Arc) 10) (LPol (a)|¢)) 


LP] (a @ be)(|1)|9)) = Noll) (LP J (6c) |) 


其 中 对 于 任意 的 a,c E {0,1}, be 如 都 有 和 oa = PS 且 和 Al(ba) = 和 因为 


V2 2° 
LP](a@be) = $ (LPl(a belij) (ig 
i,jE0,1 
所 以 我 们 可 以 计算 : 
人 一 人 
rt} & ü 
P|(0@ +0) = —~ 
LPIO@@ +0) 2/2/00 t Ó 
oo <2 6 
Gi 2 @ 
1 ih 2 oe. 8 
P|(0 1) = 一 -一 
IRS W210 0 +4 oO 
00 1 0 
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fio #8 
i et os 
P|(0@ —-0) = |P](0@ —1) =-= 
LPI )=[|P]( i aw 
0o = & 
= 0 0 0 
1 t @ @-% 
P|(1@ +0) = — 
LP = 00 i 0 
0 o 
a Oo fe 
1 t O & o 
picts 
LPI )= 5 0 o 4 ü 
oo 1 6 
iv as 
a ae Se ae: Ei 
Pi(tie—0) =[Pitie-h=— 
LPC ) = LPI Pe | a ea 
6 0 <€ 6 
那么 程序 P 的 纯 量 子 语 义 是 量子 操作 : 
[P] = >. Eobe 0 Ela 


a,c€{0,1} HbE{+,—} 


其 中 Ease = |P\(aGbe)o teat, MPM 4.1.1 我 们 可 以 得 到 P 的 最 弱 前 置 条 件 语 义 是 量子 
操作 : 
wp.P = > Elpo © Eate 
a,c€{0,1}HbeE{+,—} 
练习 6.4.2 ”通过 上 述 例 子 说 明 当 分 支 中 包含 测量 时 , 使 用 式 (6.6) 来 定义 量子 case 语 
和 句 的 语义 并 不 合适 。 


6.5 ”量子 选择 
前 三 节 中 , 我 们 介绍 了 具有 量子 case 语句 的 程序 结构 的 量子 编程 语言 GuQCL 的 语法 


和 语义 。 本 节 我 们 将 从 量子 case 语句 的 角度 对 量子 选择 的 概念 进行 定义 。 这 个 概念 在 简化 
表示 时 很 有 用 , 更 重要 的 是 它 在 概念 上 是 独立 的 。 


6.5.1 选择 : 通过 概率 性 从 经 典 转换 到 量子 

量子 选择 最 初 的 概念 来 源 于 量子 游 走 的 定义 。 为 了 得 到 量子 选择 的 概念 , 我 们 首先 对 不 
确定 性 选择 进行 介绍 , 然后 介绍 概率 性 选择 , 最 后 对 量子 选择 进行 介绍 。 

(1) 经 典 选择 : 在 量子 case 语句 (6.2) P, 卫 式 G1, G2,… ,Gn ZEHE “EB” A 
生 不 确定 性 ; 即 如 果 有 多 个 卫 式 G; 同时 为 真 , 那么 case 语句 需要 在 这 些 卫 式 所 对 应 的 命令 
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5; 中 选择 一 个 去 执行 。 特别 地 , 如 果 G1 = G =- = Gn = true, MAK case 语句 会 变 为 
“ 魔 性 的 选择 ”: 
Oia Si (6.22) 


我 们 根本 无 法 预测 case 语句 会 选择 哪个 5; 去 执行 。 
(2) 概率 性 选择 : 为 了 形式 化 描述 随机 算法 , 早 在 20 世纪 80 年 代 就 已 经 有 学 者 对 概率 
性 编程 进行 研究 并 引入 了 概率 性 选择 : 


Oi Si@pi (6.23) 


其 中 {p} 代表 概率 分 布 , 即 对 于 任意 的 i 都 有 p; > 0-H, p; = 1。 概率 性 选择 (6.23) 会 
以 pi 的 概率 选取 相应 的 命令 5; 去 执行 , 因此 可 以 将 其 视 作对 选择 (6.22) 的 一 种 细 化 。 

(3) 量子 选择 : 回忆 在 例子 2.3.1 和 2.3.2 中 , 量子 游 走 中 的 单 步 算 子 由 “ 掷 币 算 子 ” 以 
及 随后 的 移 位 算 子 构成 。 正 如 6.1 节 所 示 , 可 以 将 这 个 过 程 视 作 量子 case 语句 。 从 这 个 观点 
出 发 , 我们 可 以 基于 量子 case 语句 的 概念 对 量子 选择 的 一 般 形式 进行 定义 。 

定义 6.5.1 A S 是 满足 9=qvar(S) 的 量子 程序 , 且 对 于 任意 的 i， 9; 都 是 量子 程序 。 
假设 量子 变量 了 是 所 有 Si 的 外 部 变量 ， 即 


qN (U ava) =ø 


如 果 {|i)} 是 “硬币 ”系统 了 的 状态 空间 4G 的 一 组 标准 正 交 基 , 那么 可 以 将 沿 着 基 {|i)} 进 
行 的 包含 “ 掷 硬币 ”程序 5 的 9; 的 量子 选择 定义 为 : 


[S] (e H= s:) £ S; qifg](Oi - |i) > S:)fiq (6.24) 


特别 地 ， 如 果 见 = 2， 那 么 可 以 将 量子 选择 (6.24) 缩写 为 50 s S 或 者 So@ s 51。 

这 个 定义 比较 抽象 ,难以 理解 。 读 者 可 以 先 回顾 例子 2.3.1 和 2.3.2, 然后 结合 例子 6.7.1 
来 加 深 对 这 个 定义 的 理解 。 

因为 量子 选择 是 从 量子 case 语句 的 角度 定义 的 , 所 以 量子 选择 的 语义 也 可 以 从 量子 case 
语句 的 语义 推导 得 出 。 

显然 , 如 果 “ 掷 硬币 程序 ”5 什么 都 不 做 , 即 5 的 语义 是 空间 A 中 的 单位 算 子 ,比如 
S =skip, 那么 量子 选择 “[5] (Q; |i) 一 Si)” SET case 语句 “qif 团 ( 吕 .人 一 5;)fiq” 是 一 
致 的 。 但 是 通常 我 们 需要 仔细 地 将 量子 case 语句 和 量子 选择 加 以 区 分 。 

将 量子 选择 (6.24) 和 概率 性 选择 (6.23) 进行 比较 会 很 有 趣 。 如 前 文 所 述 , 概率 性 选择 是 
对 不 确定 性 选择 的 一 种 细 化 。 在 概率 性 选择 中 , 我 们 只 需要 知道 它 是 根据 确定 性 的 概率 分 布 
做 出 选择 的 ， 而 不 需要 知道 这 种 概率 分 布 是 如 何 产生 的 。 但 是 在 定义 量子 选择 时 ， 必 须 对 执 
行 选择 的 “设备 ”进行 明确 介绍 。 所 以 , 量子 选择 可 以 进一步 被 视 为 在 选择 量子 “设备 ”时 
的 一 种 不 确定 性 解决 方案 , 而 这 些 “ 设 备 ” 本 身 代表 着 进行 不 确定 性 选择 的 概率 分 布 。 我们 
将 在 下 一 小 节 中 对 这 个 观点 给 出 详细 的 数学 描述 。 
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量子 编程 范式 一 一 程序 全 加 


编程 范式 是 一 种 构建 程序 元 素 和 结构 的 方法 。 包含 量子 case 语句 和 量子 选择 的 编程 语 
言 能 够 支持 一 类 新 的 量子 编程 范式 一 一 程序 又 加 。1.2.2 节 已 经 对 程序 倒 加 范式 的 基本 想法 
进行 了 讨论 。 结 合 前 文 介 绍 的 量子 选择 的 形式 化 定义 ,我 们 会 对 程序 登 加 有 更 深刻 的 理解 。 
实际 上 , 程序 员 可 以 将 量子 选择 (6.24) MEA BI. 更 确切 地 说 , 量子 选择 (6.24) 首 
先 执行 “ 掷 硬币 ”程序 5 来 创建 程序 Si(1 <i <n) 的 相应 执行 路 径 的 个 加 , 然后 执行 量子 
case 语句 。 在 量子 case 语句 的 执行 过 程 中 , 每 个 5; MLE 51,… ,Sn 的 又 加 执行 路 径 中 沿 着 
自己 的 路 径 运行 。 

相 较 于 数据 和 个 加 , 程序 合 加 是 一 种 更 高 等 级 的 合 加 。 目前 量子 计算 社区 对 数据 合 加 的 研 
究 已 经 相当 深入 , 前 几 章 关 于 量子 编程 的 研究 都 是 围绕 着 这 一 想法 展开 的 。 但 关于 程序 合 加 
的 研究 才刚 刚 开始 。 本 章 和 下 一 章 将 会 对 这 种 新 型 量子 编程 范式 进行 介绍 。 量子 case 语句 
和 量子 选择 是 程序 登 加 的 量子 编程 范式 的 重要 组 成 部 分 。 不 过 由 于 量子 选择 可 以 通过 量子 
case 语句 推导 得 到 ,所 以 在 QuGCL 的 语法 中 仅 将 量子 case 语句 作为 元 程序 结构 。 为 了 进 
一 步 实现 程序 又 加 范式 , 下 一 章 将 介绍 包含 量子 控制 流 的 量子 递归 的 概念 。 


6.5.2 ”概率 性 选择 的 量子 实现 


定义 6.5.1 之 后 , 我 们 简单 地 讨论 了 概率 性 选择 和 量子 选择 之 间 的 关系 。 现在 我 们 用 更 
细致 的 方式 来 研究 这 种 关系 。 为 此 , 我 们 首先 对 QuGCL 的 语法 和 语义 进行 扩展 , 使 其 包含 
概率 性 选择 。 

定义 6.5.2 4 Pi & QuGCL 程序 , 其 中 1<i<n; + {pi} lL, 为 子 概率 分 布 ， 即 对 于 
任意 的 1<i<sn MAY pi <1 成立。 那么 : 

(1) 根 据 {pi}, 进行 的 Pi,---, Pr 的 概率 性 选择 为 : 


>》 P:Qp; 
i=1 
(2) 这 种 概率 性 选择 的 量子 变量 为 : 


qvar bs Pon) = U qvar(P;) 
i=1 


#=1 


(3) 这 种 概率 性 选择 的 纯 量 子 指称 语义 为 : 
[> ron = Xoni - [Pi] (6.25) 
i=1 i=l 
对 于 任意 的 1<i 和 n, 程序 YL, Rap 会 以 pi 的 概率 选择 程序 PP 去 执行 , 且 它 的 终 


止 概率 为 1 一?_1 pie I (6.25) 的 等 号 右边 实际 上 是 根据 概率 分 布 {p;} 对 量子 操作 [P] 进 
行 的 概率 组 合 ， 即 对 于 任意 的 密度 算 子 p MIE 


(>: ~ 中 (0) = So IPI) 
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显然 Diri: [Pi] 也 是 量子 操作 。 

为 了 能 够 更 直观 地 描述 概率 性 选择 和 量子 选择 之 间 的 关系 ,我 们 需要 通过 介绍 局 部 量 
子 变 量 的 方式 来 进一步 扩展 QuGCL 的 语法 和 语义 。 

定义 6.5.3 A S 是 QuGCL 程序 , 了 是 量子 寄存 器 且 p 是 属于 空间 A, 的 密度 算 子 。 
那么 : 

(1) 将 程序 S 限制 在 5= P 上 ,可 以 得 到 块 命令 的 定义 : 


begin local q := p; S end (6.26) 
(2) 该 块 命令 的 量子 变量 为 : 
qvar(begin local 7 := p; S end) = qvar(S) \ q 
(3) 该 块 命令 的 纯 量 子 指称 语义 为 : 
[begin localz:= p; S end](c) = tr.z([S](o 8 p)) 


其 中 o 是 空间 vaca 中 的 密度 算 子 。 符 号 tr 代表 求 偏 迹 (参考 定义 2.1.22). 

这 个 定义 本 质 上 是 对 定义 3.3.7 的 重 述 。 两 者 之 间 的 唯一 区 别 是 在 块 (6.26) 中 ， 由 于 
QuGCL 的 语法 不 包括 初始 化 操作 ， 所 以 在 程序 5 执行 之 前 需要 通过 语句 7 := p 来 对 7 进 

239| 行 初始 化 。 

下 面 这 个 简单 的 例子 可 以 帮助 我 们 理解 前 面 的 两 条 定义 。 

例子 6.5.1 (例子 6.3.3 的 延伸 ; 测量 的 概率 混合 ) SMO 和 MOY 分 别 是 以 可 计算 
基 矢 和 | 士 ) 为 基 对 一 个 量子 比特 进行 的 测量 。 我 们 对 MO 和 MO) 随机 进行 选择 。 

© 如 果 我 们 对 处 于 态 W) 的 量子 比特 p 执行 测量 MO, SMEAR, TAGS: 


po = MEP’ IW) (VIMSY + MO |) (IM 
© 如 果 我 们 对 处 于 态 V) 的 量子 比特 p 执行 测量 MG)， 忽 略 测量 结果 ， 可 以 得 到 : 
pı = MOW (| MO + MD) (| MO 


其 中 测量 算 子 MO MO MY, MO 与 例子 63.3 中 的 含义 相同 。 RE ERE 


vi -Vs 
其 中 sr >Ohst+r=1, 再 引入 “硬币 ”量子 比特 go + 


| Vr 





P; =if M® [p : z] =0 — skip 
口 1 一 Skip 
fi 
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HP i=0,1, ARE “Bae HT” U 对 Po 和 Pi 进行 的 量子 选择 放 入 一 个 以 “硬币 ”量子 
比特 g 为 局 部 变量 的 块 中 : 


P= begin local q := |0); Po vlg ® Pi end 


那么 对 于 任意 的 | 办 € HG, ic {0,1} 和 je {+, 一 }, 我 们 可 以 得 到 : 


[PIW] = tre, ( ws] 


1€{0,1} HjE{+,-} 
a a 
al > PE MUM" £ 5 90g) 
peas jeft} 


= spo + 7p1 


其 中 : 
ig) = Mar(ZIo)ly)) = VE 网 对 IDM 


测量 算 子 Mi 与 例子 6.3.3 中 的 含义 相同 。 HU, 可 以 将 程序 P 视 作 测量 MO 和 MOY 的 
概率 混合 ， 其 中 测量 MO 对 应 的 概率 为 s, MEMO) 对 应 的 概率 为 7。 
现在 我 们 可 以 准确 地 对 概率 性 选择 和 量子 选择 之 间 的 关系 进行 描述 。 大致 说 来 , 如 果 将 
“硬币 ”变量 视 为 局 部 变量 , 那么 量子 选择 会 退化 为 概率 性 选择 。 
定理 6.5.1 4 qvar(S) = Fo 那么 我 们 有 : 


begin local 7 := p; [S] © |i) 一 s] end = >》 SiQpi (6.27) 


i=1 i=1 


其 中 对 于 任意 的 1 < i < n, 者 满足 概率 Pi = (i[S](p)|i)。 
读者 可 以 在 6.9 节 中 找到 该 定理 的 证 明 。 将 该 定理 反 过 来 描述 也 同样 成 立 。 对 于 任意 的 
概率 分 布 {pi}& 我 们 可 以 找到 一 个 满足 


pi = |U (1 <i<n) 
的 nxn WA ERM U AA, 从 上 述 定理 可 以 推导 出 概率 性 选择 D, Si@pi 总 是 可 以 通 
过 如 下 量子 选择 进行 实现 : 
begin local q := |0); [U[q]] (é li) 一 si) end 


其 中 了 是 n 维 状态 空间 中 的 一 类 量子 变量 。 正 如 6.5.1 节 所 言 ， 概 率 性 选择 (6.23) 是 对 不 
确定 性 选择 (6.22) 的 一 种 细 化 。 因 为 对 于 任意 给 定 的 概率 分 布 {pi}, 总 是 存在 多 个 “硬币 程 
FR” S 可 以 实现 式 (6.27) 中 的 概率 性 选择 DO), SiQpi, 所 以 可 以 将 量子 选择 进一步 视 作对 概 
率 性 选择 的 一 种 细 化 ， 其 中 概率 分 布 {p;} 是 由 一 种 特殊 的 “设备 ”( 量 子 “ 硬 币 ”) 产生 的 。 


240 


202 RAND PEF EHH EFE? 


6.6 ”代数 法 则 

代数 方法 在 经 典 编程 中 的 应 用 非常 广泛 , 它 为 程序 建立 了 各 种 代数 法 则 ,以便 通过 这 些 
法 则 使 得 程序 的 计算 变 为 可 能 。 特别 地 , 代数 法 则 在 程序 的 验证 、 转换 和 编译 的 过 程 中 很 有 
用 。 本 节 我 们 将 会 介绍 了 一 类 适用 于 量子 case 语句 和 量子 选择 的 基本 代数 法 则 。 为 了 便于 

241| 阅读 , 我 们 将 所 有 这 些 法 则 的 证 明 都 放 在 6.9 节 中 。 

下 面 这 条 定理 给 出 的 法 则 表明 , 量子 case HAH ERO. 交换 律 和 结合 律 , 并 且 在 
量子 case 语句 中 的 序列 组 合 是 满足 分 配 律 的 。 

定理 6.6.1 (量子 case 语句 的 法 则 ) 

(1) R48 #: 如 果 对 于 任意 的 i 都 满足 5; = S, 那么 

qif (Oi - |i) — S;) fiq = S 


qif [q] (Oi: li) = SrG)) fiq 
= U,-1(q]; gif [g](G #41 - 1i) — S:) fiq; U- [g] 


其 中 : 
(a) 7) 是 7 的 逆序 即 对 于 任意 的 和 jE {L n} 7 (一 了 成 立 当 且 仅 当 
T(J) =i MH 
(b) U,(U,-1) 是 将 空间 H 的 基 {li)} 按照 (71) 的 顺序 进行 排列 的 么 正 算 子 ， 
即 对 于 任意 的 1 < i < n, 都 满足 
U (|i)) = |r(é)), Ui(li)) = Ir (2) 
(3) 结 合 律 : 


qif (Oi - |i) 一 qif (Oj: :|ji) > Sij) fiq ) fiq 
= qif (a) (Hi, ji - |t, ji) + Si) fiq 
MSEERGRRG 成 立 。 上 式 等 号 右边 是 参数 化 量子 case 语句 ， 这 个 概念 将 会 在 6.8.1 F 


中 介绍 。 
(4) 分 配 律 : to R TN qvar(Q) =, 那么 


qif [q] (Di: |i) > S;) fia; Q =cr gif (a) [g] (Oi - |i) (Si; Q)) fia 


SFEAGRET 成 立 。 上 式 等 号 右边 是 参数 化 量子 case 语句 。 特 别 地 ， 如 果 我 们 进一步 
假设 @ 中 不 包含 量子 测量 , 那么 


aif [q] (Di:1i) > Sj) fia; Q = qif [g](Oi - |i) > (5i; Q)) fiq 





O RHE (idempotent) HR AREER S UT TPs AE AS KAAT. RE BET A 
是 指 可 以 使 用 相同 参数 重复 执行 ， 并 能 获得 相同 结果 的 函数 。 这 些 函数 不 会 影响 系统 状态 ， 也 不 用 担心 重复 执 
行 会 对 系统 造成 改变 。 一 一 译 者 注 
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我 们 将 量子 选择 定义 为 先 执行 “硬币 ”程序 , 再 执行 量子 case 语句 。 那 么 自然 有 人 会 问 : 
能 和 否 将 “硬币 ”程序 放 到 量子 case 语句 的 最 后 执行 ? 下 面 这 个 定理 对 这 个 问题 做 出 回答 : 如 
果 人 允许 对 包含 局 部 变量 的 块 进 行 封装 , 那么 可 以 将 “硬币 ”程序 放 到 量子 case 语句 的 最 后 执 
行 。 242 
定理 6.6.2 ”对 于 任意 的 程序 S 和 么 正 算 子 U, RNA: 


(Vial (6 li) > s) = qif (Qi. U3li) > S:)fia; U [a] (6.28) 


更 一 般 地 , 对 于 任意 的 程序 Si 和 满足 了 = qvar(S) 的 S$, 都 存在 量子 变量 7, HA |p0) E€ G, 
空间 HOH 的 一 组 标准 正 交 基 {Vi} BQ, 属于 空间 GOH ZERTU, $ 
Re 


[S] (è ji) 一 si) =begin local 7 := |po); 
i=1 
qif (Oi, j - Nwi;) > Qi;)fiq; 
Ufa, 7] 
end (6.29) 
PKA ER TP EE. 交换 律 和 结合 律 , 并 且 在 量子 选择 中 的 
序列 组 合 是 满足 分 配 律 的 。 
定理 6.6.3 (量子 选择 法 则 ) 


(1) 需 指 律 : 如 果 qvar(Q) =7, tr[Q](p) = 1 且 对 于 任意 的 1< i<n MMR 5; 二 S, A 
zx š 


begin local 4 := p; [Q] (6 li) 一 si) end = S 


i=1 


(2) RE: 对 于 集合 {1,---,n} 中 元 素 的 任意 排列 T， 都 满足 : 
[S] (è li) 一 ro) = [S;U,[q]] (è li) > s) ;U,-1[q] 
i=1 i=1 


其 中 qvar(S) =7, Ur fe U,- 与 定理 6.6.1(2) 中 的 含义 相同 。 
(3) 结 合 律 : 令 
rg 


={(i,ji):1<i<m B 1<j <n} = (fi x {1,---,mi}) 


i=1 


R= [S] (è li) 3 a.) 243 


MAREENKG RR a 1K to F FAME: 


ë li) — [Qi] (ë lj) 一 na) = [R(@)] ( > Rs) 
i=1 ji =l (9) EL 


244 


204 RERA FEFRWHEFEFT 


该 式 等 号 右边 实际 上 是 参数 化 量子 选择 ， 我 们 将 会 在 68.1 节 对 参数 化 量子 选择 进行 介绍 。 
(4) 分 配 律 : 如 果 qvar(S) N qvar(@) = @， 那么 存在 参数 避 使 得 下 式 成 立 : 


[S] (è |i) > s]a = cr[S(@ 1(@w- > (Si; Q) 


该 式 等 号 右边 是 参数 化 量子 选择 。 符 号 =cF 代表 “自由 硬币 ”等 价 性 (参考 定义 6.4.4)。 如 
果 假 设 在 @ 中 没有 发 生 任何 测量 ， 那 么 


(=) en 他 -ea 
6.7 ”例子 


在 前 几 节 中 , 我们 通过 量子 编程 语言 QuGCL 设计 了 包含 量子 case 语句 和 量子 选择 的 
编程 理论 。 本 节 我 们 将 给 出 一 些 例子 来 说 明 如 何 通 过 QuGCL 语言 编程 实现 一 些 量子 算法 。 
6.7.1 ”量子 游 走 | 


QuGCL 语言 的 设计 , 特别 是 在 对 量子 case 语句 和 量子 选择 进行 定义 时 的 灵感 来 自 于 
一 些 最 简单 的 量子 游 走 的 结构 。 在 过 去 十 年 中 设计 出 了 许多 量子 游 走 的 变形 和 扩展 。 在 量子 
算法 (包括 量子 模拟 ) 的 发 展 过 程 中 , 量子 游 走 得 到 了 广泛 应 用 。 相 关 文 献 中 许多 量子 游 走 
的 扩展 都 可 以 很 容易 地 写成 QuGCL 程序 。 我们 在 这 里 只 举 一 些 简单 的 例子 。 

例子 6.7.1 回忆 例子 2.3.1, Hadamard 游 走 是 一 维 随 机 游 走 的 一 种 扩展 。 令 p 和 Cc 是 
量子 变量 ， 它 们 分 别 代 表 位 置 和 “硬币 。 变 量 p 的 状态 空间 是 无 限 维度 的 希 尔 伯 特 空间 : 


p = span{|n) :n EZ( 整 数 )} = { Qn|n) : > lan|? < ~| 


n=—oco n= 一 00 


变量 c 的 状态 空间 是 二 维 的 希 尔 伯 特 空间 A =span{|L),|R)}, 其 中 工 和 民 分 别 代 表 左 和 
4. Hadamard 游 走 的 状态 空间 为 H = AIM > le, 是 空间 AH 的 单位 算 子 , HR 
2 x2 的 Hadamard #4, T, 和 TR 分 别 代表 左 移 和 右 移 ， 即 


Tiin) =|n—1), Trin) = |n + 1) 
其 中 neZ。 那么 可 以 通过 如 下 的 么 正 算 子 对 Hadamard 游 走 中 的 单 步 执行 进行 描述 : 
= (|L)(L| 8 Tr + |R)(R| @ Tr)(H ® Le) (6.30) 
也 可 以 将 它 写作 QuGCL 程序 : 


Trlplatdg ® Trip] = Hlc];qif [e]|L) — Tip] 
QO |R) > Trip] 
fiq 
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该 程序 实际 上 是 根据 “硬币 ”程序 Alc] AM AB Ty FHA Ry 进行 的 量子 选择 。Hadamard 
游 走 会 反复 执行 这 段 程序 。 

下 面 是 近期 相关 物理 文献 中 提 到 的 这 类 量子 游 走 的 一 些 变形 。 

(1) 单 向 Hadamard 游 走 是 Hadamard 游 走 的 一 种 简单 变形 ， 这 种 游 走 只 能 向 右 移动 或 
者 停留 在 原 地 不 动 。 所 以 我 们 需要 用 程序 skip KERER TL, skip 的 语义 是 单位 算 子 Iæ o 
那么 我 们 可 以 将 这 类 新 型 量子 游 走 的 单 步 执行 写成 如 下 QuGCL 程序 : 


skipy[a @ TR [p] 


该 程序 实际 上 是 对 skip HAH Tr 进行 的 量子 选择 。 
(2) Hadamard 游 走 以 及 单 向 Hadamard 游 走 具有 一 个 共同 的 特点 :“ 搬 硬币 算 子 ”万 与 
时 间 和 位 置 无 关 。 有 学 者 提出 了 一 种 “ 搓 硬 币 算 子 ” 同时 依赖 于 位 置 录 和 时 间 的 新 型 量子 
游 走 : 
1 c(n, t) s(n, t) 
© , 
m2) V2 | s*(n,t) —e!c(n,t) 


对 于 给 定时 间 t， 可 以 将 该 游 走 的 第 土 步 写成 如 下 QuGCL 程序 : 








W, =aif 四 (On - |n) — C(n, t)[e])fia 
qif [c]|L) 一 五 四 
口 |R) 一 Te 四 
fiq 


程序 Wi 是 两 个 量子 case 语句 的 顺序 组 合 。 在 第 一 个 量子 case 语句 中 , 会 根据 位 置 In) 选 
择 相对 应 的 “ 搓 硬 币 ” 程序 C(n,t) 在 量子 硬币 变量 c 上 执行 , 其 中 In) 可 以 代表 不 同位 置 的 
又 加 态 。 此 外 ， 因为 Wi 在 不 同 的 时 间 点 七 是 不 相同 的 ， 所 以 可 以 将 前 了 步 写 作 如 下 程序 : 


Wi; W2;:…: ; WT 


(3) Hadamard 游 走 的 另 一 类 简单 扩展 是 包含 三 种 “硬币 ” 态 的 量子 游 走 。 这 类 游 走 的 
“硬币 ”空间 是 三 维 的 希 尔 伯 特 空间 H = span{|L),|0),|R)}, 其 中 工 和 民 分 别 代 表 左 移 和 
BAS, 0 代表 不 做 任何 移动 。 搓 硬 币 ” 算 子 为 


我 们 也 可 以 将 这 类 游 走 的 单 步 执 行 写 成 如 下 QuGCL 程序 : 
[U[c]](|L) = Tz[p] © |0) 一 skip © |R) — Tr[p}) 


这 实际 上 是 根据 “硬币 ”程序 Uc] 对 skip. 左 移 和 右 移 进行 的 量子 选择 。 
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上 述 例子 中 的 量子 游 走 只 包含 一 个 “硬币 ”和 一 个 游 走 粒子 。 在 下 面 两 个 例子 中 , 我 们 
将 思考 一 些 更 复杂 的 量子 游 走 。 这 些 量 子 游 走 有 多 个 游 走 粒子 参与 且 包含 多 个 用 于 控制 这 
些 游 走 粒 子 的 “硬币 ”。 

例子 6.7.2 ”我 们 现在 来 考虑 由 多 个 “硬币 ”驱动 的 一 维 量 子 游 走 。 这 种 游 走 依然 只 有 
单个 游 走 粒 子 ， 但 它 却 受 到 M 个 不 同 的 “硬币 ”控制 。 每 个 控制 “硬币 ”都 有 它们 自己 的 状 
态 空间 , 但 是 它们 的 “ 丘 硬 币 ” 算 子 却 是 相同 的 ,都 是 一 个 2x2 的 Hadamard 矩阵 。 令 变量 
D， 和 希 尔 伯 特 空 间 H 和 H, HFT. Tr f H, 与 例子 6.7.1 中 的 含义 相同 ， 且 cl …… ,cM 

246| BRAM 个 “硬币 ”的 量子 变量 。 那么 这 种 游 走 的 状态 空间 为 : 


M 
H = R) Hem D Hp 
m=1 
其 中 对 于 任意 的 1 < m < M，, 都 满足 Hon = Heo 我们 记 


Wm = (Trlpl ute] ® Trlp]);:…: ; (Trp Hjem] ® Talp]) 


对 于 任意 的 1 < m < M 都 成 立 。 如 果 我 们 从 cl 开始 循环 遍历 M 个 “硬币 ”, 那么 可 以 将 该 
BAM T 步 写 成 如 下 QuGCL 程序 : 


WA ; Wm; Wr 


其 中 Wu SRR d = |T/M| 次 ,= 了 一 Md 代表 了 PRT M 以 外 的 部 分 。 该 程序 是 由 
KA “硬币 ”控制 的 了 个 左 移 操作 和 右 移 操作 的 量子 选择 构成 的 线性 组 合 。 

例子 6.7.3 ”现在 考虑 一 类 由 两 个 共享 同一 枚 控制 “硬币 ”的 游 走 粒子 构成 的 量子 游 走 。 
这 两 个 游 走 粒 子 具有 不 同 的 状态 空间 ， 且 它们 都 有 各 自 的 “硬币 ”。 所 以 整个 量子 游 走 的 状 
态 空间 为 HQ HH, ® Hy. 如果 两 个 游 走 粒 子 之 间 是 完全 独立 的 , 那么 这 种 游 走 的 单 步 
HFAW OW, 其 中 W 是 通过 式 (6.30) 进行 定义 的 。 但 是 当 我 们 通过 么 正 算 子 U 将 两 个 
“硬币 ” 变 得 相互 纠缠 时 ,情况 会 变 得 很 有 趣 。 我 们 可 以 将 这 种 情况 理解 为 两 个 游 走 粒子 共 
享 同一 枚 控制 “硬币 ”。 我 们 可 以 将 这 类 量子 游 走 的 单 步 执行 写成 如 下 QuGCL 程序 : 


Ul[ei, c2]; (Tr [qil Hte] ® Talqi]); (Tr [gq2]Htes] ® Trla2]) 


其 中 qi 和 go 分 别 是 两 个 游 走 粒子 的 位 置 变量 ，cl 和 ca 分 别 是 两 个 游 走 粒子 的 “硬币 ” 变 
量 ， 且 这 两 个 游 走 粒子 的 “ 拨 硬 币 ” 算 子 都 是 Hadamard HF H. 

显然 ， 将 这 种 情况 扩展 到 具有 多 个 游 走 粒子 的 情况 仍然 可 以 很 容易 地 通过 QuGCL 进 
行程 序 。 
6.7.2 ”量子 相位 估算 


其 实 不 是 只 有 基于 量子 游 走 的 量子 算法 才 可 以 通过 QuGCL 语言 进行 编程 实现 。 在 本 

节 中 , 我 们 将 使 用 QuGCL 来 实现 量子 相位 估算 算法 。 我 们 在 2.3.7 节 对 这 个 算法 进行 了 介 

A: 给 定 一 个 么 正 算 子 U 和 它 的 特征 向 量 |w)。 这 个 算法 的 目标 是 估算 lu) 所 对 应 的 特征 值 

emie 的 相位 yp。 图 6.1 对 这 个 算法 进行 了 详细 描述 。 其 中 对 于 任意 的 了 = 0,1……,t 一 1 黑 
盒 会 执行 受 控 U” AF, FT 代表 量子 傅 里 叶 反 变换 。 


BOE 量子 case 语 后 207 


o 执行 流程 : 


Sis = 2t—1 
T 10)8t ju) 在 前 :个 量子 比特 上 执行 8® 25 17) |u) 
=0 


V2 3 


; T 2 一 1 hi 
|U? lu) = 一 天 pay 
j Ve 2 e ju 


2t—1 
1 itne 
( > é 2Qnijk/2 m) lu) 
s k=0 


”对 前 :个 量子 比特 进行 测量 


|m) 





图 6.1 量子 相位 估算 


现在 我 们 使 用 量子 比特 变量 q, ,gq 和 状态 空间 为 乏 正 算 子 U 的 希 尔 伯 特 空间 的 量 
FRE p。 我 们 还 需要 使 用 一 个 经 典 变量 来 存储 测量 的 结果 。 那 么 我 们 可 以 将 该 算法 写成 
图 6.2 中 的 QuGCL 程序 , 其 中 : 





. skiprle] @ S1 


‘Skipg[e] ® St 
.gt := A{ge] 

. Tt 

. qt-1 := Alqt-i] 
-Tei 


. qt-2 := H[q—2] 


8. To 
9. qı := Hlqi] 
10. if(OM[q1,: qt:z] = m — skip)fi 
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St =q := Ulq);--- ;gq:= U [q] 


(2k-1 个 么 正 变换 U 的 副本 的 线性 组 合 。) 
。 当 2< kg<t 时, TEF Th 如 图 6.3 所 示 , 且 T PHAT Ri X: 
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Ze “4 
Ry = ; Jok 
0 e 一 2ri/2 


e M={Mn: mE {0,1}*} BUA ARRAN t 个 量子 比特 进行 的 测量 , 即 对 于 任 
意 的 m e {0,1} 都 满足 Mm = Im) (ml。 
。 子 程序 To,- , Th 如 图 6.3 Prax. 


1. qiffge] |0) 一 skip 
2.0 |1) > Rh lak-1] 


3. fiq 
4. qiflq-1] 10) 一 skip 
5. 口 |1) > R} i [ax—1] 


6. fiq 


7. qiflqk+1] |0) 一 skip 
8.0 |1) 一 RB lax—a] 
9. fiq 





图 6.3 子 程 序 Th 


AR (2.24) 我 们 可 以 发 现 , 相位 估算 程序 (图 6.2) 中 的 第 3 行 到 第 9 行 实际 上 是 量子 
傅 里 叶 反 变换 。 因 为 QuGCL 语言 不 包含 初始 化 语句 , 所 以 只 能 将 图 6.1 中 的 |0) ju) 视 为 程 
序 的 输入 。 


6.8 ”讨论 


我 们 在 前 几 节 中 深入 研究 了 量子 case 语句 和 量子 选择 的 程序 结构 ， 并 用 它们 来 编程 实 
现 基 于 量子 游 走 的 算法 和 量子 相位 估算 。 需要 注意 6.3.3 节 可 能 与 定义 6.3.5 中 对 系数 的 选 
择 不 同 , 这 表明 一 个 量子 case 语句 可 能 有 不 同 的 语义 。 本 节 我 们 将 讨论 量子 case 语句 和 量 
子 选 择 的 几 种 变形 。 这 些 变形 只 可 能 在 量子 编程 的 情况 下 出 现 ， 而 不 会 在 经 典 编程 中 出 现 。 
但 是 它们 不 仅 在 概念 上 很 有 趣 ， 而 且 在 实际 应 用 中 也 很 有 用 。 实 际 上 , 我 们 在 6.6 节 介绍 代 
数 法 则 时 就 已 经 用 到 了 这 些 变形 。 


6.8.1 ”量子 操作 卫 式 组 合 的 系数 


在 算 子 值 函 数 的 卫 式 组 合 的 定义 式 (6.14) 中 ,等 号 右边 系数 的 选取 方式 非常 特殊 ， 它 
是 通过 从 条 件 概率 的 角度 进行 物理 上 的 解释 选取 的 。 本 节 表 明 如 果 选 择 其 他 值 作为 系数 ， 
式 (6.14) 依然 成 立 。 

首先 ， 让 我 们 考虑 一 种 简单 的 情况 ,， 沿 着 “硬币 ” 希 尔 伯 特 空间 .次 的 一 组 标准 正 交 基 
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{|k)} 对 属于 空间 Z KAERT Up (1 < k <n) 进行 卫 式 组 合 : 


n 


U & Dik) > Us) 


k=1 


如 果 对 于 任意 的 1 < k < n, 我 们 都 在 U 的 定义 式 (6.10) 中 添加 一 个 相对 相位 0,, 使 得 
U(|k)|b)) = eo*|k) UIY) (6.31) 


对 于 任意 的 |b) € R 都 成 立 , 那么 式 (6.11) 可 以 变形 为 : 


U (x: ov = 》 age’ |k)Uele) (6.32) 
k k 


需要 注意 ,对 于 不 同 的 基态 |k), 式 (6.31) 中 的 相位 O, 是 不 同 的 。 显 然 通过 式 (6.31) 或 者 
A (6.32) 定义 的 新 算 子 U 依然 是 么 正 算 子 。 
我 们 将 添加 相对 相位 的 想法 应 用 于 算 子 值 函数 的 卫 式 组 合 中 。 考虑 


F £ (lk) > Fx) 
k=1 
其 中 {|k)} 是 空间 A 的 一 组 标准 正 交 基 ，。 是 在 集合 A 上 定义 的 算 子 值 函数 ， 其 中 
Fx € H H1<k<n 我 们 随机 选取 一 组 实数 01,… On, 并 将 F 的 定义 式 (6.14) BA 


k=1 1#k 


F(®pa15k) YW) = > ei (1 3 |k) (Fk (ôk) wk)) (6.33) 


该 式 对 于 任意 的 态 
W) = Ñ lk) ida) eH SH 
k=1 
都 成 立 ， 其 中 Xe, 与 定义 6.3.5 中 的 含义 相同 。 显 然 通 过 式 (6.33) 定义 的 F 仍然 是 算 子 值 
函数 。 实 际 上 ,该 结论 对 于 算 子 值 函数 的 卫 式 组 合 的 更 一 般 性 定义 而 言 依然 成 立 。 令 Fe 是 
在 集合 A, 上 定义 的 算 子 值 函数 , Foe H H1<k<n, $ 


a ai sat (ESBS NE al = bh lkt lO)} (6.34) 
是 一 类 满足 归 一 化 条 件 


(k) Dis 
eee ees Sid (6.35) 
LEAI Ôk CAn—1,6441E€ Anyi," Ôn EAn 


的 复数 , 其 中 1 < k < n。 那么 我 们 可 以 将 沿 着 22 的 一 组 标准 正 交 基 {|k)} 进行 的 Fi(1 < 
k < n) Wa LRARENA 


n 


F £ (@) (li) > Fe) 


k=1 
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且 对 于 任意 的 Iv), ,wr) E > ôk CARL Sk <n), 都 满足 


F(@R_16k) (3: iv) D gts as OCP) (6.36) 
k=l k=1 
注意 系数 
ag. 

中 不 包含 参数 pk。 这 种 独立 性 与 条 件 (6.35) 共同 保证 了 a- 卫 式 组 合 也 是 算 子 值 函数 。 我 们 
从 6.9 节 对 引 理 6.3.2 的 证 明 过 程 中 也 可 以 得 出 这 条 结论 。 

例子 6.8.1 

(1) 因 为 如 果 对 于 任意 的 l<ign, Ok € Ax(k = Ls ,n), 令 


OK 一 1)0k+1 On 


ok ae ee a = [Ps 
kżi 
其 中 Ako, ÆA (6.15) 中 进行 了 定义 ,那么 式 (6.36) 会 退化 为 式 (6.14)， 所 以 定义 6.3.5 实际 
上 是 元 卫 式 组 合 的 一 种 特殊 情况 。 
(2) & 的 另 一 种 可 能 的 选择 为 : 


; g 1 
OSs E Be a TE, A ala A 
该 式 对 任意 的 TI 和 i 和 mn 6k € Akp(k 二 1,… ,i 一 1,i 十 1,… ,n) RRA. ER, 对 于 这 类 系 
KO, T 卫 式 组 合 不 能 通过 在 定义 6.3.5 中 增加 关联 相位 得 到 。 
现在 我 们 开始 对 参数 化 量子 case 语句 和 参数 化 量子 选择 进行 定义 。 
定义 6.8.1 
(1) g {|i)} 和 {5i;} 与 定义 6.2.1(4) 中 的 含义 相同 。 FBRA A(S;) = Ai, 是 一 类 如 
公式 (6.34) 所 示 满 足 条 件 (6.35) 的 参数 。 那么 由 基态 |i) 控制 的 51,:… ,Sn 的 A 量子 case 
语句 为 : 
S = qif (@)([g|(Di- |i) — 5;) fiq (6.37) 
其 半 经 典 语义 为 : 


n 


LSI = (@ DW > LSI) 


i=1 
(2) S~ {li} 和 5; 与 定义 6.5.1 中 的 含义 相同 , 令 T 是 一 类 如 公式 (6.34) 所 示 满 足 条 
件 (6.35) HBR MAGHA {|i)} 进行 且 由 S 所 决定 的 A 量子 选择 为 : 


[S(@)] (® |i) 一 5 = 5; qif (5 加 (Di 人 一) fiq 
当量 子 变量 g 可 以 通过 上 下 文 确定 时 ， 可 以 将 量子 case 语句 (6.37) 中 的 符号 团 省 略 


H. FAZ T, 丈量 子 case 语句 的 语法 (6.37) 中 的 参数 是 由 5; 中 的 经 典 态 来 索引 的 似乎 
很 不 合理 。 但 其 实 这 并 不 是 什么 问题 , 因为 5; 中 的 经 典 态 完全 是 由 5; 的 语义 所 决定 的 。 
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根据 定义 6.4.3, 我 们 可 以 从 a- 量子 case 语句 的 半 经 典 语义 中 得 到 它 的 纯 量 子 指称 语 
X, 而 且 可 以 从 去 量子 case 语句 的 语义 中 推导 出 均 量子 选择 的 语义 。 我 们 在 6.6 节 的 一 些 
定理 中 已 经 用 到 了 参数 化 量子 case 语句 和 参数 化 量子 选择 的 概念 。 

问题 6.8.1 证明 或 驳斥 下 列 语句 : 对 于 任意 的 ,都 存在 一 个 么 正 算 子 满足 


aif (@)[a\(Ci- |i) > 8) fa = [Uta (e i-> 5 


如 果 使 用 一 般 性 的 量子 程序 (该 程序 的 语义 是 一 般 性 的 量子 操作 ， 而 非 么 正 操作 ) 来 替换 
Ul, 会 产生 什么 结果 ? 
6.8.2 ”通过 子 空间 控制 的 量子 case 语句 

通过 比较 经 典 程 序 的 case 语句 (6.2) 和 量子 case 语句 (6.9) 的 卫 式 , 我 们 可 以 得 到 两 者 
之 间 的 主要 区 别 : 前 者 的 卫 式 G; 是 关于 程序 变量 的 命题 , 而 后 者 的 卫 式 |i) 却 是 “硬币 ” 空 
间 .和 的 基态 。 但 是 这 种 差异 并 没有 我 们 想象 的 那么 大 。 在 冯 。 诺 依 曼 量子 逻辑 4 中 , 量 
子 系统 的 命题 可 以 通过 该 系统 状态 空间 的 一 个 闭 子 空间 进行 表示 。 这 一 观点 给 我 们 提供 了 
一 种 新 的 思路 : 可 以 通过 “硬币 ”空间 的 命题 来 代替 “硬币 ”空间 的 基态 , 以 此 作为 量子 case 
语句 的 卫 式 。 

定义 6.8.2 令 世 是 一 组 量子 变量 ，{Si} 是 一 类 满足 如 下 条 件 的 量子 程序 : 

gn (arms) =ø 

假设 {Xi} EAT ER RATTA, 即 满足 如 下 两 个 条 件 的 “硬币 ”空间 .入 的 闭 子 空 
间 : 

(1) Xi 之 间 两 两 正 交 ， 即 如 果 i1 F iz 那么 Xi, alt Xizo 

(2) ®; Xi span (U; Xi) = % 
那么 : 

(1) 受 Xi 的 子 空间 控制 口 的 5; HEF case 语句 


S = aif (Oi. S fia (6.38) 
是 一 个 程序 。 
(2) S 的 量子 变量 为 : 
gear 人 -wu (U qvar(S. ») 
(3) EF case 语句 的 纯 量 子 指称 语义 为 : 
[S] = {[qif [q] (Di, ji pi) > Sig.) fia] : {lpi} Æ Xi 的 一 组 
标准 正 交 基 ， 且 对 于 任意 的 i, ji 都 满足 Siji = Si} (6.39) 





O 即 以 Xi 的 子 空间 作为 卫 式 。 一 一 译 者 注 


252 
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254 


212 FAD PEFEMHETEA 


直观 上 而 言 , 可 以 将 量子 case 语句 (6.38) 中 的 {Xi} 看 成 整体 状态 空间 2% 的 一 个 划 
分 。 为 了 方便 描述 ， 如 果 式 (6.38) 中 的 变量 g 可 以 从 上 下 文 确 定 ， 那 么 可 将 其 省 略 。 显 然 ， 
式 (6.39) 中 子 空间 X: 的 基 之 间 的 并 集 U;{|pi;,)} 实际 上 是 整体 “硬币 ”空间 A 的 一 组 标 
准 正 交 基 。 注意 式 (6.39) 的 等 号 右边 ， 受 子 空间 控制 的 程序 (6.38) 的 纯 量 子 语义 是 多 个 量 
子 操作 组 成 的 集合 , 而 非 单个 量子 操作 。 所 以 量子 case 语句 (6.38) 是 不 确定 性 程序 ， HE 
的 不 确定 性 来 自 于 对 卫 式 子 空间 基 的 不 同 选择 。 此 外 ,以 这 些 子 空间 的 基态 作为 卫 式 的 量子 
case 语句 实际 上 是 对 量子 case 语句 (6.38) 的 一 种 细 化 。 另 一 方面 , 如 果 {0} E 4 的 一 组 
正 交 基 ， 且 对 于 任意 的 i Xi 都 是 一 维 子 空间 span{|i)}, 那么 上 述 定 义 会 退化 为 以 基态 |i) 
作为 卫 式 的 量子 case 语句 (6.9)。 

如 果 我 们 制定 如 下 约定 , 那么 可 以 将 定义 6.4.4 中 的 量子 程序 之 间 的 等 价 性 扩展 为 不 确 
定性 量子 程序 ( 即 程序 的 语义 是 多 个 量子 操作 的 集合 , 而 非 单个 量子 操作 ) 之 间 的 等 价 性 : 

。 如果 8 是 量子 操作 的 集合 , F 是 一 个 量子 操作 , 那么 


N@F={68F:6€ 0} 


。 我 们 将 单个 量子 操作 和 只 包含 该 量子 操作 的 集合 视 为 等 价 的 。 

下 面 列举 了 一 些 以 子 空间 作为 卫 式 的 量子 case 语句 的 基本 属性 。 

命题 6.8.1 

(1) 如 果 对 于 任意 的 i, 程序 Si 都 不 包含 任何 测量 ,那么 对 于 Xi(1 < i n) 的 任意 标准 
正 交 基 {|yij,)}, 我 们 都 可 以 得 到 : 


qif (Oi - Xi — 5i) fiq = qif (Di, ji - Pij) > Sij) fiq, 


其 中 对 于 任意 的 iji, PAL Si = Si。 特 别 地 ， 如 果 对 于 任意 的 i, Ui 都 是 空间 GAH 
么 正 算 子 ， 那 么 
qif [p](Oi - X; — Uild]) fia = Up, q] 
其 中 
U = X (Ix, @Ui) 

是 属于 空间 Hu 的 么 正 算 子 。 

(2) FU 是 属于 空间 H 的 么 正 算 子 。 如 果 对 于 任意 的 i, Xi 都 是 U 的 不 变 子 空间 ， 即 

UX; = {U|b) : |b) € Xi} CX; 
那么 
Ula); aif [q (Oi - X: > S;) fiq; Uti] = qif [q] (Oi - X; 一 Si) fiq 

练习 6.8.1 证明 命题 6.8.1。 

在 本 节 的 最 后 , 我 们 需要 指出 , 可 以 基于 参数 化 量子 case 语句 或 者 以 子 空间 作为 卫 式 
的 量子 case 语句 来 对 一 般 性 的 量子 选择 进行 定义 , 而 且 很 容易 将 6.6 节 介 绍 的 代数 法 则 进 
行 扩展 ,使 得 它们 对 于 参数 化 量子 case 语句 、 参 数 化 量子 选择 、 以 子 空间 作为 卫 式 的 量子 
case 语句 和 量子 选择 同样 适用 。 具 体 的 细节 这 里 不 再 描述 , 读者 可 以 尝试 自己 对 此 进行 证 
明 。 
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6.9 引 理 、 命 题 和 定理 的 证 明 

本 章 中 的 引 理 、 命 题 和 定理 的 证 明 都 需要 宛 长 的 计算 。 所 以 为 了 增强 可 读 性 , 我 们 在 介 
绍 这 些 结论 时 并 没有 对 它们 进行 证 明 。 本 节 我 们 将 对 前 面 章节 中 介绍 的 引 理 、 命 题 和 定理 统 
一 进行 证 明 。 

证 明 引 理 6.3.2: > 是 通过 定义 6.3.5 给 出 的 算 子 值 函 数 。 我 们 记 ; 


re ¥ F(@216i)' - F(®L46;:) 
61€EAe1,… OnE An 


我 们 先 引 入 一 个 辅助 性 公式 。 对 于 任意 的 |5), 多) € ROR, 我 们 记 


n n 


= e a =i) 


其 中 对 于 任意 的 1 < i < n, 都 有 (yi), |wi) € Ho WARNT IER: 


(O|F|Y) = oo, (O|F (B71 5:)" - F(@21 4) |Y) 


+ On 4,01 \ ki ki’ 


ame 于 (rg) (11 na) or ) (pil Fils) Fir (6 ) Nbi) 
= 2, (Ta 站 (ipil Fi (6:)' Fi (5:) Wi) 


51 ,6n t=1 \kži 
=> | oe ld peat) 5 2 gil Fi(5:)' Fidi) ly) 
ii | 61,-+ 6; Ri ôn \kži 
= X 》 (pilF(6i)tF:(6i) |v) 
i=l ĝi 
= 2 Pil > FG) 5;)' FiCS |W) (6.40) 
因为 对 于 任意 的 bk, 都 满足 
a Akay, |? =1 
Ok 
所 以 
> (1 pan = I] (Emap) =1 (6.41) 
61,°** ,0i—116it1,"* ,On \kži kAi \ ôk 


现在 我 们 将 通过 式 (6.40) 对 之 前 的 结论 进行 证 明 。 
(1) 我 们 首先 证 明 FC Imex, BF 是 在 Quân 上 定义 的 算 子 值 函数 , 其 FF < 
HO Ho 那么 对 于 任意 的 |) € 4.0 0H, 我 们 可 以 证 明 


(®[F|®) < (PIS) 
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实际 上 , 对 于 任意 的 1 < i < n, 因为 f 是 算 子 值 函数 ,所 以 我 们 可 以 得 到 : 


二 人 ii 有 (6i) E Iæ 


(oil 2 Fi(6i)1 Fi(6i)|pi) < (vila) 
ĝi 


从 式 (6.40) 可 以 得 到 : 
(SIFE) < >_(pilpi) = (#1) 
i=1 


所 以 FF 是 算 子 值 函 数 。 
(2) 第 二 步 , 我 们 证 明 在 所 有 的 Kl < i < n) 都 是 满 的 情况 下 , F 也 是 满 的 。 这 需要 证 
WF = leew Rik, 对 于 任意 的 1 < i < n, 因为 F, 是 满 的 , 所 以 


= F,(5:)'F(6;) = Ive 
ĝi 


因此 从 式 (6.40) 可 以 得 到 : 


n 


(G/F |Z) = X (pilyi) = (SW) 


=l 
XFER |8), |V) e S # RRA MART |v) 和 D) 的 任意 性 ， 我 们 可 以 得 出 
F= Ix.@xw ROL, H F 是 满 的 。 
证 明 命 题 6.4.1: 结论 (1)~(4) 显然 成 立 , 我 们 仅 证 明 (5) 和 (6). 
(1) 为 了 证 明 结 论 (5), > 


S= if (Om. MẸ: 2] =m-— Sm) fi 


那么 通过 定义 6.4.2 和 6.4.3, 我 们 可 以 发 现 对 于 任意 属于 vars) 的 局 部 密度 算 子 p A 
足 : 
[slo)=》 S LSM lx — m))pL SI (6x — m)i 


m §€A(Sm) 


= > >. ft (LSm] (6)® Tovant Vavant ey) (Mm ® Tqvar($)\a) 
m dEA(Sm) 


p (MÌ, ® Tovar(s)\a) (LSm] (8)! & Tivat avan) 
二 => > (LSm J (6) QI avala lS) (MmpM},) 


m 6€A(Sm) 
(LSm (5)! @ Tqvar(s)\qvar(Sm)) 
= 215m ( (MmpMyn) 


= (z [(Mm o Mt,); (nll) (p) 


m 
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(2) 最 后 , 我 们 来 证 明 结 论 (6)。 为 了 简化 表示 , 我 们 记 : 
S= qif [g(Gi- |i) > 5;) fiq 257 
通过 定义 6.4.2, 我 们 可 以 得 到 : 
LS} = DW > LSiJ) 


注意 对 于 任意 的 1 < i < n, 都 满足 |S) e F([S;]), 其 中 FC) 代表 由 量子 操作 8 产生 的 算 
子 值 函数 的 集合 (参考 定义 6.3.3)。 因 此 ， 从 定义 6.4.3 中 可 以 得 出 : 


[S] = (LSJ) € fs (pu ) > F;) ) : F; € F(LSi]) 对 于 任意 的 i waa 
=P li) = [S:]) 
证 明定 理 6.5.1: 为 了 简化 表示 , 我 们 记 : 
R= qif [qd(Di:li)  S;) fia 


为 了 证 明 两 个 QuGCL 程序 是 等 价 的 , 我 们 需要 证 明 它 们 的 纯 量 子 语义 相同 。 但 是 纯 量 子 语 
义 是 从 半 经 典 语义 的 角度 定义 的 (参考 定义 6.4.3)。 所 以 我 们 需要 从 半 经 典 语义 的 角度 入 手 ， 
然后 再 处 理 纯 量 子 语义 。 假 设 半 经 典 语义 [5;| 是 在 A; 上 定义 的 算 子 值 函数 ， 且 满足 


[Si] (di) = Eis 


对 于 任意 6; € Ai 都 成 立 。 令 lY) E He qvar(S;) 且 lp) = Hår 存在 复数 a(l < t < n) 使 得 
ly) = Ly aili) 成 立 。 那 么 对 于 任意 的 ð € Ai(1 < i < n), 我 们 有 : 


|Ws,... 6.) = LRI(@E167) (Ip)Iy)) 


= [RI (@214) (x: ol) 
as St (1 vs ) (Eis; \~)) 
i=1 kt 


其 中 djs, 通过 式 (6.15) 进行 定义 。 继 续 计 算 可 以 得 到 : 


|W5,---5n ) (YS, ---5n | = > 区 (1 na) (11 na) i i) (l 8 Eis; IW) (wlEls, | 258 


ij=1 kži kAj 


2 
tr st Ye...6, ) (Par l= Steal (I Eis, |V) (Yl E}, 


t=1 ki 
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通过 式 (4.1), 我 们 可 以 得 到 : 
trag IR] (ley) (PY) = tr 3 2 [Pa -5n ) (We .6 ) 


= > tr |Vai ---5n) (V5, ---5, | 





En 
2 
= Jail? | 5 (1 na) | : D Balve 
i=1 81s 6i_1;6i11 6 \kži õi 
=) lai?[si](y)( 人 wp) (6.42) 
t=1 


我 们 现在 对 密度 算 子 [S](p) 进行 谱 分 解 , 并 假设 
ISI) = > sily) (pi 


l 


我 们 记 yi) = Z; auli) 对 于 任意 的 | 都 成 立 。 对 于 任意 属于 Hye, avals) 的 密度 算 子 o 我 
们 可 以 将 其 记 作 o = ,rmlwm) (wm|。 通过 式 (6.42), 我 们 可 以 得 到 : 


[begin local q := p; [S] (è li) 一 si) end] (o) 


= trag l9; R\(o @ p) = tral R](0 8 [5\(0)) 


= træ [R] (= rsdn nl 
m,l 


= 5. 7mSltr [|R] (Ymy) (Ymy |) 
m,l 


z n 
59 = > TmSl >, jaul [Si] (lm) (Ym) 
m,l i=1 


= y > silars|? [Si] (= ral) 


=] 


= > > sili? 1541(0) 


1 ¿s1 


z silat J [Si](o )= |x Si an| 0 


l 


n 


2 


其 中 : 
pi = > silauil? = > si(ilp) lli) 


l l 


= (il bs set lt) = (@|[S]()|¢) 
l 
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证 明定 理 6.6.2: 我 们 首先 证 明 式 (6.28) 成 立 。 令 LHS 和 RHS 分 别 代 表 式 (6.28) 的 等 
号 左边 和 等 号 右边 。 我 们 需要 证 明 [LHS] = [RHS]. 但 因为 纯 量子 语义 是 从 半 经 典 语义 的 角 
度 定 义 的 ， 所 以 我 们 需要 先 证 明 |LHS| = [RHS]. 假设 [5;| 是 在 A; 上 定义 的 算 子 值 函 
数 , 且 满足 
LSi] (6:) = Fis, 
对 于 任意 的 6; € Ai(1 < i < n) 都 成 立 。 我 们 记 
S= qif (Oi. Uli) > 5;) fiq 


那么 对 于 任意 的 态 |y) = Di |é) lve)» 其 中 |wi) € (1 <i <n), V= U avar(Si), 我们 
有 : 


LS} (@i16:) lv) = Le15) È (È vugu) 9 


i=1 = 


j=1 t=1 


= 气 (1 na) (W213) ) Fis, bs vale) 260 


kj 


= 15S](ez 5 Sew bp Uijl) ) 


其 中 Ags, 是 通过 公式 (6.15) 进行 定义 的 。 那么 它 满足 : 


LRHS](®i16i)|w) = Va LS] (21 4:)|¥)) 


E(t) or 


j=1 \kAI i= 


= [$](@h16) | i) (>: vals) 
n a 


=. 


I 


n 


= [5] (@215) È > n) 5 
= 151(e 6) (Eewo) 


i= 


= | LHS} (@%,6;)|v) 


至 此 , 我 们 完成 了 对 式 (6.28) 的 证 明 。 

我 们 再 通过 式 (6.28) 来 对 式 (6.29) 进行 证 明 。 基 本 的 想法 是 利用 我 们 刚刚 证 明 的 
式 (6.28) 来 证 明 更 一 般 性 的 式 (6.29)。 我 们 要 做 的 是 将 方程 (6.29) 中 的 一 般 性 “硬币 ”程序 
S 改 为 一 个 特殊 的 “硬币 ”程序 , 即 么 正 变 换 。 在 之 前 的 论述 中 , 我 们 通常 使 用 Kraus 算 子 
和 表示 法 对 量子 操作 进行 处 理 。 不 过 在 现在 这 种 情况 下 , 我 们 需要 使 用 量子 操作 的 系统 - 环 
境 模型 (参考 定理 21.1). AW [S] 是 属于 空间 4 的 一 个 量子 操作 , 所 以 一 定 存在 一 类 量 
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TERT, BAS |po) e H LERT U E HO Hr, 以 及 向 G 的 闭 子 空间 A 进行 投 
影 的 投影 算 子 K, 满足 : 


[S](o) = trae, (KU (p ® |po) (pol)UIK) (6.43) 


对 于 任意 属于 . 冶 的 密度 算 子 p 都 成 立 。 我 们 选取 A 的 一 组 标准 正 交 基 并 将 它 扩展 为 Hr 
的 标准 正 交 基 {l7)}。 定 义 对 于 任意 的 ;和 j 都 成 立 的 纯 态 bi) = UT liz) 和 程序 


s Si |j) € X 
"| abort lj) E X 


通过 计算 , 我 们 可 以 得 到 : 
[qif(Di, j - lij) + Qi)fiq](o) = [qif(0i: 1i) > S;)fiq](KoK) (6.44) 
对 于 任意 的 o € HGuruv RE, 其 中 
vs U qvar(S;) 


i=1 


我 们 将 式 (6.29) 的 等 号 右边 记 为 RHS。 那 么 我 们 有 


[RHS] (p) = træ (laif(Oi, j U1ij) + Qi;)fiq; Ufa, FI ® loo) (vol)) 


= tre (fean G lij) 一 a) | (P8 inv) 


= træ ([aif(Ci, j - lij) > Qi; fia] (U (p 8 lpo) (vol)U*)) 
= træ [qif(Di: |i) > S:)fia] (KU (P 8 lpo) (p0])U'K) 

= [qif(Oi - |i) > S:)fia] (træ (KU (p 8 |po) (po|)U'K)) 
= [qif(Oi - li) > S;)fiq]([S](¢)) 


= fis (® li) 一 s)| (p) 


对 于 任意 属于 4 的 密度 算 子 p 都 成 立 。 上 述 计 算 过 程 中 , 第 二 个 等 式 是 通过 式 (6.28) 得 
出 的 , 第 四 个 等 式 是 从 式 (6.44) 得 出 的 , 第 五 个 等 式 成 立 是 因为 


TN qyar(qif(Oi - |i) 一 S;)fiq) = 


第 六 个 等 式 是 通过 式 (6.43) 推导 得 出 的 。 至 此 , 我 们 完成 了 对 公式 (6.29) 的 证 明 。 

证 明定 理 6.6.1 和 定理 6.6.3: 因为 定理 6.6.1 的 证 明 与 定理 6.6.3 的 证 明 相 似 且 更 为 简 
单 ， 所 以 在 这 里 我 们 只 对 定理 6.6.3 进行 证 明 。 

(1) 结论 (1) 可 以 直接 从 定理 6.5.1 推理 得 到 。 

(2) 为 了 对 结论 (2) 进行 证 明 , 我 们 记 : 


Q= qif [gq(Di:1i) > S;)fiq 
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R= qif [q](Oi - li) > S-a) )fiq 
通过 定义 , 我 们 可 以 得 到 LHS= S; R H 


RHS = S;U,(q]; Q; U--1[q] 


所 以 , 可 以 证 明 R= Uig]; Q; Uig] MEH 6.6.2 的 证 明 过 程 中 我 们 发 现 : 想 证 明 等 式 
ROL, 需要 先 对 等 式 两 边 的 半 经 典 语义 进行 处 理 。 假设 | 5;| 是 在 集合 A; 上 定义 的 算 子 值 
函数 ， 且 满足 
LS: I (6) = Bis, ~ 
对 于 任意 的 ð € All < i < n) 都 成 立 。 对 于 任意 的 态 | 罗 ) E Huur, avar(s;)， 都 存在 
lhi) € Hn, qvar(s,)(1 <i < n) 使 得 


nm 


y) = So bees) 


i=1 


成 立 。 那 么 对 于 任意 的 ô € Ar)" ,on EAro， 都 满足 


%5,-..5.) = LRI(@L1 46) (IV)) 
= (1 mn.) li) (Erawa: lwi)) 
i=1 (ki 


其 中 : 
tr Bl ys, Er(n)s 
. Hkôk = 二 = Ax(k) bx (6.45) 
Le ae tre, (Kyo, Er (k) Ox 


对 于 任意 的 上 和 6, WRAL, Aio, 是 通过 式 (6.15) 进行 定义 的 。 另 一 方面 , 我 们 首先 注意 到 : 


|e’) = (Uall) = > Ir) Iv) “Du IYr) 


i=1 


那么 对 于 任意 的 51 € Ai,… ,6n E An 都 满足 
Wwe.) È LO) (è a) (w'y) 
$ 
25 (1 rs, m 17)( E565. -1 Wr-103))) 


j=1 \l4j 


->(H ron) Ir (i))( Eras |Wi)) 
i=1 \kži 


此 外 , 我 们 有 : 
(U,-1)q(|%,...5,)) = D> (1 so] li) (Erea: |¥i)) 263 


i=1 \kži 
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因此 , 我 们 可 以 计算 纯 量 子 语义 : 
[Vi]; Q; Uz- [al (I) 81) = 10; Ufa’) I) 
-wn ( 2a pp (Wes a) (Ur)a 
> Aa |Bs...6,) (Ba... | = [RI (YI) (6.46) 
此 处 , 第 三 个 等 式 来 自 于 式 (6.45). AA r 是 一 对 一 的 映射 , 所 以 7-1 (7) 像 ; 那样 , 可 以 遍 
历 1,… ,mn。 因 此 通过 式 (6.46) 和 谱 分 解 可 以 得 出 : 
[R] (6) = [U- [a]; Q; U,-s [al] (P) 


对 于 任意 属于 KH, qvar( Si) 的 密度 算 子 p 都 成 立 。 42k, 我 们 完成 了 对 结论 (2) 的 
证 明 。 
(3) 为 了 证 明 结 论 (3), 我 们 记 


Xi = qif(0ji: |ji) 一 Rij, )fia 


= [Qi] (ë lji) > rs 


对 于 任意 的 1 < i < m 都 成 立 。 我 们 进一步 设 : 
X = qif(Oi- |i) > Yi)fiq 
T= qif(Xi - |i) > Q:)fiq 
Z = qif(a) (Ci, ji € A- |i, ji) > Rij,)fia 


那么 通过 量子 选择 的 定义 , 我 们 可 以 得 到 LHS= S; X H RHS= 5;T;2Z。 因 此 我 们 可 以 证 明 
X=T7;2Z. Ak, 我 们 需要 对 相关 程序 的 半 经 典 语义 进行 分 析 。 对 于 任意 的 1 < i < m 和 任 
意 的 1 < j; < ni, 我 们 假设 

o [Qi] 是 在 集合 A 上 定义 的 算 子 值 函数 ， 且 满足 : 


[Qi|(6i) = Fis 


对 于 任意 的 6; E A; 都 成 立 。 
e [Ri] 是 在 Din 上 定义 的 算 子 值 函数 ， 且 满足 


| Riz, | (Tiji) = Evi. )ois, 


264 对 于 任意 的 oij € Diy, 都 成 立 。 
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再 假设 态 |W) = 07", |t)|Wi), 其 中 的 态 |i) 还 可 以 进一步 分 解 为 
= Y5 lidli) 
=1 
其 中 MaR avar(Ri;,) 对 于 任意 的 1<i 和 mm 和 1 < ji < ni BRZ. AT RM, 
我 们 记 5; = DIR 有 了 上 述 准备 工作 ， 我 们 现在 可 以 对 程序 Y, 的 半 经 典 语义 进行 计 
算 : 
[Yi] (ie) |i) = LXER): 
= [Xi] @i) Dr Fis, (33) ) Wig, ) 


= LGN) È (Surs aawo) 四 
ji=1 \li=1 


= [Xi|(5;) | I) (È Lal Fis, ja) [bigi 中 
bea ji= 


Ni 


= a |i) ( (li Piss (ji) Eat, oun, [Piss ') (6.47) 
1 


ji=1 
其 中 的 系数 : 
Au, = Il Alou 


Al; 






a. Eon 








Aiboa = 
Dae it Ela) oi in Mik)oix 


对 于 任意 的 1 < 1 <n, 都 成 立 。 那么 通过 式 (6.47), 我 们 可 以 进一步 计算 程序 X 的 半 经 典 
语义 : 











LX]( @ 有 (270)) 杰 ) = >》 (Di: LY (650%) 5;)) 
= iS F, Ti: Au, > lili) b> (Ul Fis; |ji) Bit)on, =] (6.48) 
i=1 l=1 fia 
其 中 : 
ies [[ m=. 
afi 
rae trL Y; J (8T: LYi | (6i5:) (6.49) 


Dri trl Yn | (Onn) LY | (OnTn) 
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对 于 任意 的 1 < i < m 都 成 立 。 另 一 方面 , 我们 可 以 对 程序 了 的 半 经 典 语义 进行 计算 : 
IT }(@216:)%) = Le ma (Sok |Z; ) 


(Oi - |i) Fis, |¥i)) 


Sa. (Èe iĝi lji) ay; ) 
0; - | 分 人 Li a) =] 


i. lili) ($i i | Fis: di) Pig, ) 


O: = | [os 


h#i 


NN trF}, Eis: 
104, = 
pee Fl, Fas, 


对 于 任意 的 1 < i < m 都 成 立 。 因 此 , 我 们 可 以 得 到 程序 7; 2 的 半 经 典 语义 : 


F 


a: 
Il 
pany 


I 
be 


i: 
i 


i 
Ms: 


Il 
H 


A 
Mz 


ll 
~ 
= 
£ 
ll 
= 


其 中 : 


LT; ZI(8214:)(817:))2) = LZ] (@217%) (LT (6718:)18)) 


= [Z] (671 Of, ij) (这 | lili) ($5 curio) 


i=1 li ji=1 


ili i 
5 Ze D [ oan; be, kj)#(isli) ki ili) (È (li| Fis, |ji) Ecu Join; [Viji 】 (6.50) 


通过 比较 式 (6.48) 和 式 (6.50), 我 们 可 以 发 现 对 于 任意 的 i li 和 {ope tokau) 都 可 以 


取 
T+ Qi 





a = O; i (6.51) 
此 外 , 我 们 还 需要 证 明 归 一 化 条 件 : 
late eres =1 (6.52) 


{ojk; G, kj JA) 


为 了 完成 证 明 , 我 们 首先 需要 计算 系数 yz,。 令 {lp)} 是 空间 Hyn, avar(se,) 的 一 组 标准 正 
交 基 。 那么 我 们 可 以 得 到 : 


Goi = [LY](6i5i)|p)lji) = F Ain + (li| Fis: lji) Eaton, 19) [la 
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因此 


Gi, apih = 5 Ai, ` Ai, (二 |l; XG |Fis: [ji) (pl E}, Join; Ew, Jou le) {li Il; ) 
l l{=1 


Ni 


"Aa o (Gil Fh Ali Fra li PEC, yo, Eaton |?) 


此 外 , 我 们 可 以 得 到 : 


tr Y; JT) LYCA o> Gl Cus 


2 pran (jE, Ili) (li| Fis, 中 (Sento, Boson) 
Ji 


p 


Sa he tr (Fl, lls) (il Fis, Jtr (Eha, jo, Beau dou,) (6.53) 


先 将 式 (6.53) 代入 式 (6.49), 再 将 式 (6.49) 和 式 (6.51) FLASK (6.52)， 可 以 得 到 式 (6.52). 
(4) 最 后 , 我 们 证 明 结 论 (4) 成 立 。 为 了 证 明 第 一 个 等 式 , 我 们 记 : 


X = qif(Oi- |i) 一 9i) fiq 


Y = qif(a)(Di:|i) > (S;;Q)) fiq 267 
那么 通过 定义 , 我 们 有 LHS= S; X;Q H RHS= 5;Y。 所 以 , 我 们 可 以 证 明 X;Q=cr Y. 假 
设 : 
[Si] (ci) = Eic: 
对 于 任意 的 ci e A(5;) 都 成 立 , A [81(6) = Fs 对 于 任意 的 ô c AQ) 都 成 立 。 假设 


= YN) 
t=1 
其 中 |wi) € MY, qvar(s,) 对 于 任意 的 i 都 成 立 。 因为 qvar(S) N qvar(Q) = Ø, 所 以 : 
LX; QI ((@%10%)5)|¥) = LQ} (5)(LX I (S21 %)|7)) 


= Fs (>: Aili) (Eio; w») 


i=1 
= 》 Ai: |i) (Fs Eio: li)) 
i=l 
其 中 
A; = Il Akon 


k#i 


trE}, Eio: 
Mai o e z a (6.54) 
Piel r kok kor 
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此 外 , 我 们 有 : 
trativa) (LX; QI (IV) (TI))) 
Stua) | Do > Aida l) GIFs Eio: lhi) (wlBl,, Fi) 


{oi},6 a,j 


= X 》 A?- FsEio,|bi) (til Et, F} (6.55) 


{oi},d i 
另 一 方面 , 我 们 可 以 对 Y 的 半 经 典 语义 进行 计算 : 
LY |(@?10;6;) y= Drak, rpez” (LSE QI (oi67) li)) 
s E snaga * ti) (Fs, Eo, |e) 
此 外 , 我 们 可 以 得 到 : 
ttava) (LY (1) E) 
=t | > asa C sj) DOE Bion |e) (yl, Ft) 


{oi,di} ij 


-5 Tbe 


{on 5k desi 
{o:i}, ð t 


将 式 (6.55) 和 式 (6.56) 进行 比较 ， 如 果 我 们 取 


2 
Fs, Eig, lhi) Wil EL, FA, (6.56) 








a) __ Ai 

"naa AQ) 

GARTER i. {on} 和 {6,} 都 成 立 , 那么 可 以 发 现 : 
tr.xvarcs) (X; QZ) (DI)) = tr cs MIIE) 
因为 
qvar(S) C cvar(X; Q) Ucvar(Y) 
所 以 我 们 可 以 推导 出 
tI .jar Cx;Q) ucvar(Y) (LX; QQ] (| 到 (|)) = Teann E HH) 


因此 , 我 们 可 以 断言 : 


tr ye var(x;Q)Ucvar(Y) (LX; Q] (p)) = 人 aa ([Y] (p)) 


对 于 任意 一 个 通过 谱 分 解 的 密度 算 子 p 都 成 立 , 所 以 X;Q =o Y RL, 结论 (4) 的 第 一 个 
等 式 得 证 。 
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现在 考虑 特殊 情况 : 程序 Q 中 不 包含 任何 测量 , 此 时 AQ 是 单元 素 集合 {6}。 我 们 记 : 


Z= qif(0Di.|i) > (Pi; Q)) fia 


因为 FF 是 单位 算 子 , 所 以 


alot) =È (Hon) cea 


i=1 \k#i 


成 立 ， 其 中 : 





iði 


P tre}, Fi FsEio, 
i De tel, FI Fs Eko 


Nio, 是 通过 式 (6.54) 进行 定义 的 。 因此，|X; 8| = |Z) 成 立 , 我 们 完成 了 结论 (4) 的 第 二 
个 等 式 的 证 明 。 


6.10 ”文献 注解 


本 章 主要 依据 文献 [233], [232] 是 [233] 的 一 个 更 早期 的 版 本 。6.7.1 节 中 介绍 的 例子 来 


源 于 近期 的 相关 物理 文献 : [171] 对 单 向 量子 游 走 进行 了 检验 ; [145] 用 包含 依赖 于 时 间 和 位 
AH RETTET” 的 量子 游 走 去 实现 量子 测量 , [122] 对 包含 三 个 硬币 态 的 量子 游 走 进行 了 
研究 ; [49] 定义 了 由 多 个 硬币 驱动 的 一 维 量子 游 走 ; [217] 对 由 共享 硬币 且 在 同一 条 直线 上 游 
走 的 两 个 粒子 构成 的 量子 游 走 进 行 了 介绍 。 


。GCL 及 其 扩展 : 本 章 研究 的 编程 语言 QuGCL 是 对 Dijkstra’s GCL 的 量子 化 扩展 。 
文献 [74] 最 早 对 GCL 语言 进行 了 定义 , 但 [172] 提供 了 对 GCL 语言 更 简洁 和 系统 
化 的 描述 。 将 概率 性 选择 加 入 到 GCL 语言 中 可 以 得 到 概率 性 编程 语言 pGCL; [166] 
对 包含 概率 性 选择 的 概率 性 编程 进行 了 系统 介绍 。6.5 节 对 量子 选择 和 概率 性 选择 进 
行 了 比较 。 

Sanders 和 Zuliani?! 对 GCL 的 另 一 类 量子 化 扩展 qGCL 进行 了 定义 ; 同样 可 
以 参考 文献 [241]。 将 量子 计算 的 三 个 基本 元 素 (初始 化 、 乏 正 变换 和 量子 测量 ) 添加 
到 概率 性 编程 语言 pGCL 中 就 能 得 到 qGCL。 注意 qGCL 程序 的 控制 流 是 经 典 的 。 
可 以 将 QuGCL 视 作 增加 了 (包含 量子 控制 流 的 ) 量子 case 语句 的 qGCL。 
量子 控制 流 : Altenkirch 和 Grattage! 最 早 开始 对 包含 量子 控制 流 的 量子 程序 进行 
研究 , 但 是 本 章 用 于 定义 量子 控制 流 的 方法 和 文献 [14] 中 使 用 的 大 不 相同 。 文献 [232- 
233] 对 [14 所 用 的 方法 与 我 们 所 用 的 方法 之 间 的 差异 进行 了 详细 讨论 。 我 们 的 方法 
主要 受到 下 列 研究 的 启发 : 物理 学 家 Aharonov 等 人 [i HE 1990 年 就 对 量子 系统 
的 演化 过 程 (而 非 量子 态 ) 之 间 的 又 加 进行 了 研究 , 它们 提出 引入 外 部 系统 来 实现 这 
XÆ. Aharonov 等 人 和 Ambainis 等 人 在 定义 量子 游 走 919) 的 过 程 中 再 次 提出 使 
用 外 部 “硬币 ”系统 的 想法 。 通 过 引入 单 向 移 位 算 子 5;, 文献 [232-233] 注意 到 可 以 
将 量子 游 走 中 的 移 位 算 子 S 视 作 一 类 量子 case HA), 还 可 以 将 单 步 算 子 W 视 作 一 
类 量子 选择 。 这 一 发 现 促进 了 对 量子 case 语句 、 量 子 选择 和 程序 合 加 的 量子 编程 范 
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式 的 研究 。 

如 果 不 包含 测量 , 那么 量子 case 语句 的 语义 可 以 从 么 正 算 子 的 卫 式 组 合 的 角度 
进行 定义 。 但 是 对 一 般 性 量子 case 语句 的 语义 进行 定义 就 需要 使 用 文献 [232,233] 提 
出 的 量子 操作 的 卫 式 组 合 的 概念 。 

更 多 相关 文献 正如 6.3.1 节 所 述 ， 勾 正 算 子 的 卫 式 组 合 实际 上 是 Shende 等 人 01) 
定义 的 量子 多 路 复 用 器 。 本 书 2.2.4 节 也 对 量子 多 路 复 用 器 进行 了 讨论 。Kitaev 等 人 
在 文献 [135] 中 将 它 称 作 测 量 算 子 。 

量子 编程 语言 Scaffold[al 对 符合 每 个 模块 体 的 代码 必须 是 纯 量子 (HE) 的 这 
一 限制 条 件 的 量子 控制 原 语 提 供 支 持 。 因 此 其 语义 只 需要 6.3.1 节 中 定义 的 乏 正 算 子 
的 卫 式 组 合 。 近期 Badescu 和 Panangadenl?23] 对 量子 case 语句 进行 了 一 些 有 趣 的 讨 
论 ; 特别 地 ， 他 们 发现 量子 case 语句 关于 Lowner 序 并 不 是 单调 的 ， 因 此 它 与 文献 
[194] 中 定义 的 递归 语义 并 不 兼容 。 

近年 来 , 在 物理 学 文献 中 已 经 有 不 少 关 于 量子 门 共 加 或 更 一 般 性 量子 操作 的 论 
Me Zhou 等 人 [40 提出 了 一 种 可 以 将 控制 添加 到 任意 未 知 量子 操作 中 的 独立 于 架构 
的 技术 ,并 在 光子 系统 上 对 其 进行 了 演示 。Araujo 等 人 7] 和 Friis 等 人 O! 对 该 问 
题 进行 了 进一步 探索 。 

Chiribella 等 人 553 最 早 提出 量子 计算 中 的 因果 结构 又 加 这 一 思想 。Araujo 等 
人 3) 对 这 种 思想 进行 了 扩展 , 并 由 Procopio 等 人 [181 进行 了 实现 。 
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量子 递归 





递归 是 计算 机 科学 的 核心 思想 之 一 。 大 多 数 编程 语言 都 对 递归 提供 支持 ， 或 者 至 少 对 
while 循环 这 类 特殊 的 递归 提供 支持 。3.1 节 对 while 循环 进行 了 量子 化 扩展 , 3.4 节 对 量子 
编程 中 更 一 般 性 的 递归 进行 了 定义 。 但 由 于 它们 是 由 case 语句 (3.3) 和 while 循环 (3.4) 所 
决定 的 , 这 些 都 是 经 典 信息 , 所 以 它们 属于 量子 程序 的 经 典 递归 。 

我 们 在 上 一 章 中 研究 了 量子 case 语句 和 量子 选择 。 因 为 它们 都 受到 量子 “硬币 ”的 约 
束 ， 所 以 它们 的 控制 流 是 真正 具有 量子 特性 的 。 本 章 将 基于 量子 case 语句 和 量子 选择 的 概 
念 对 量子 递归 进行 定义 。 本 章 定义 的 量子 递归 程序 是 由 量子 信息 控制 的 ,而 非 经 典 信息 。 稍 
后 我 们 将 看 到 ， 处 理 受 量子 信息 控制 的 量子 递归 要 比 处 理 受 经 典 信息 控制 的 量子 递归 复杂 
得 多 。 

本 章 由 以 下 几 部 分 构成 ; 

。7.1 节 定 义 了 量子 递归 程序 的 语法 。7.2 节 以 量子 递归 的 概念 为 基础 ， 介 绍 了 递归 量 

子 游 走 。 此 外 ,7.1 节 还 提供 了 一 种 语言 ， 我 们 可 以 用 它 对 递归 量子 游 走 进行 精确 的 
公式 化 描述 。 

。 定义 量子 递归 程序 的 语义 需要 二 次 量子 化 的 数学 工具 。 使 用 该 数学 工具 , 我 们 可 以 描 

述 包 含 任意 数量 粒子 的 量子 系统 。 因为 全 书 中 只 有 这 一 章 涉及 二 次 量子 化 , 所 以 没有 
在 第 2 章 对 其 进行 介绍 , 而 是 将 二 次 量子 化 的 基础 知识 (特别 是 Fock 空间 和 Fock 
空间 中 的 算 子 ) 放 在 7.3 节 。 

。 定义 量子 递归 的 语义 需要 两 步 : 

。 第 一 步 是 7.4 节 。 我 们 会 在 自由 Fock 空间 上 求解 量子 递归 方程 。 从 数学 层面 上 而 
言 , 我 们 很 容易 对 Fock 空间 进行 操纵 ; 但 是 从 物理 层面 而 言 , 该 空间 并 没有 实际 
的 物理 意义 。 
。 第 二 步 是 7.5 节 。 因 为 递归 方程 的 解 是 对 称 的 ， 所 以 可 以 在 由 玻 色 子 和 费 米子 构 |273 
成 的 对 称 与 反对 称 Fock 空间 中 得 以 应 用 。 此 外 在 7.6 节 中 , 我 们 将 通过 从 “量子 
硬币 ”的 对 称 化 语义 来 追踪 “量子 硬币 ”的 方式 , 对 量子 递归 程序 的 主 系统 语义 进 
行 定义 。 

。7.7 节 重 新 考虑 了 递归 量子 游 走 ， 并 以 此 为 基础 对 本 章 的 语义 概念 进行 说 明 。7.8 节 

介绍 了 一 类 特殊 的 量子 递归 , 即 带 量子 控制 流 的 量子 while 循环 。 


7.1 ”量子 递归 程序 的 语法 


本 节 中 , 我 们 将 对 量子 递归 程序 的 语法 进行 形式 化 定义 。 为 了 让 读者 更 好 地 理解 相关 概 
念 , 我 们 介绍 的 量子 递归 的 声明 中 都 不 包含 量子 测量 。 其 实 通过 将 本 章 和 上 一 章 的 思想 融合 
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在 一 起 , 将 量子 测量 添加 到 量子 递归 程序 的 相关 理论 中 并 不 困难 , 但 这 样 做 在 表示 的 时 候 会 
非常 麻烦 ， 所 以 我 们 选择 将 其 忽略 以 简化 表示 。 

首先 我 们 需要 介绍 量子 递归 程序 语言 的 入 门 规范 。 上 一 章 中 , 在 定义 量子 case 语句 时 
任意 量子 变量 都 可 以 作为 “硬币 ”。 但 在 本 章 中 为 了 方便 描述 , 我 们 将 严格 区 分 量子 “硬币 ” 
与 其 他 量子 变量 ; 即 我 们 假设 两 类 量子 变量 : 

。 主 系统 变量 , 包含 p,g,……。 

e “硬币 ”变量 , 包含 cd, 
我 们 要 求 这 两 个 集合 是 互 斥 的 。 再 假设 一 类 过 程 标识 符 , 包含 X, Xi, XX2,…。 那 么 我 们 可 以 
将 上 一 章 介绍 的 QuGCL 量子 编程 语言 修改 为 : 

定义 7.1.1 我 们 可 以 通过 如 下 语法 对 程序 模式 进行 定义 : 


P ::= X|abort | skip | Pi; P2 | U[é,q] | qiffc](Di - ji) — Pi)fiq 


显然 , 该 定义 是 基于 定义 6.2.1 的 : 增加 了 过 程 标识 符 , 并 删 去 了 测量 (因此 也 不 包含 用 
于 存储 测量 结果 的 经 典 变 量 )。 更 确切 地 说 : : 

e X 是 过 程 标识 符 。 

e abort, skip 和 线性 组 合 Pi; Po 与 定义 6.2.1 中 的 含义 相同 。 

e ZEZ Uq 与 前 面 定义 中 的 含义 相同 , 不 过 “硬币 ”变量 和 主 系 统 变 量 是 相互 分 
离 的 ; Bl = 是 一 系列 “硬币 ”变量 , 而 了 是 一 系列 主 系统 变量 , U 是 由 = 和 了 所 构成 
系统 的 希 尔 伯 特 空间 中 的 乏 正 算 子 。 我 们 总 是 习惯 将 “硬币 ”变量 写 在 主 系统 变量 之 
前 。.sE 和 7 都 允许 为 空 集 : 当 是 空 集 时 , 我 们 将 Ue, q WA Ul CHAT ERK 
a 的 演变 ; 当 a 是 空 集 时 , 我 们 将 Ufq WA Uf, 它 描述 了 “硬币 ”= 的 演变 。 如果 
E 和 7 同时 非 空 , 那么 U[c, 可 描述 的 是 “硬币 ”= 和 主 系统 了 之 间 的 相互 作用 。 
量子 case 语句 qiflcl( 口 .| 分 一 已)fiq 与 定义 6.2.1 中 的 含义 相同 。 为 了 简化 描述 , 在 
这 里 我 们 只 使 用 单个 “硬币 ”c 而 非 多 个 “硬币 ”的 集合 。 我 们 需要 再 次 强调 , 因为 根 
据 “ 硬 币 ”c 的 物理 解释 , 它 应 当 是 主 系统 的 外 部 系统 , 所 以 “硬币 ”c 不 会 出 现在 任 
何 子 程序 P, 中 。 
回忆 6.5 节 , 可 以 从 量子 case 语句 和 线性 组 合 的 角度 对 量子 选择 进行 定义 : 


[P(c)] DW > P;) 全 P;qifld(Di:li) > Pi)fia 


其 中 P 只 包含 量子 变量 c。 特别 地 ,如果 “硬币 ”是 一 个 量子 比特 ,那么 可 以 将 量子 选择 缩 
写 为 
PpP A PopOP 


不 包含 过 程 标识 符 的 量子 程序 模式 实际 上 是 上 一 章 考虑 的 量子 程序 的 一 类 特殊 情况 。 所 
以 , 它们 的 语义 可 以 直接 从 定义 6.4.2 推导 得 到 。 为 了 方便 读者 理解 , 我们 将 在 下 面 这 条 定 
义 中 明确 地 对 它们 的 语义 进行 介绍 。 量子 程序 P 的 主 系统 是 由 P 中 出 现 的 主 系 统 变 量 所 表 
示 的 系统 的 组 合 。 我 们 将 主 系 统 的 希 尔 伯 特 空间 记 为 Ho 
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定义 7.1.2 ”我 们 可 以 对 程序 已 ( 即 不 包含 过 程 标识 符 的 程序 模式 ) 的 语义 [P] 进行 归 
纳 定 义 : 

(1) 4e% P=abort, 那么 [P] =0 (空间 .. 知 的 零 算 子 )。 w$ P = skip, 那么 [P] = 了 
(空间 . 知 的 单位 算 符 )。 

(2) 如 果 P 是 么 正 变换 Ufq], 那么 [P] 是 (属于 由 5 和 所 构成 系统 的 希 尔 伯 特 空 
间 的 ) 么 正 算 子 U。 

(3) w X P = Pi; Po, 那么 [P] = [P2]-[Pi]- 

(4) 如 果 P = qiffc](Di - |i) 一 P,)fiq, 那么 


[P] = Ole, 1) = PD ê Eet @ PD (7.1) 


定义 6.4.2 对 QuGCL 程序 的 半 经 典 语义 进行 了 定义 。 显 然 ， 上 述 定 义 是 定义 6.4.2 的 
一 种 特殊 情况 。 读者 可 能 已 经 注意 到 了 ，, 我们 在 上 述 定义 中 使 用 [P] 来 表示 程序 P 的 语义 ， 
却 在 上 一 章 中 用 |P] 来 表示 程序 P 的 半 经 典 语义 , 用 [P] 来 表示 程序 P 的 纯 量 子 语义 。 
之 所 以 在 定义 7.1.2 中 使 用 [P] 来 表示 程序 P 的 语义 , 是 因为 本 章 的 程序 中 不 包含 测量 , 所 
以 它们 的 半 经 典 语义 和 纯 量 子 语 义 实质 上 是 相同 的 。 显 然 , 上述 定义 中 的 [P] 是 P 的 主 系 
SA P 中 的 “硬币 ”所 构成 系统 的 希 尔 伯 特 空 间 ( 即 2H, 其 中 HH 是 已 中 “硬币 ” 
的 状态 空间 ) 中 的 一 个 算 子 。 因 为 P 中 可 能 会 出 现 程 序 abort， 所 以 [P] PERSEE 
性 。 通 过 上 一 章 的 术语 ， 我 们 可 以 将 [P] 视 作 在 单元 素 集合 A = {ce} 上 定义 的 算 子 值 函数 ， 
且 [P] E HCI Ho 

最 后 , 我 们 对 量子 递归 程序 的 语法 进行 定义 。 如果 量子 程序 模式 P 至 多 包含 m 个 过 程 
标识 符 Xa, , Xm, -那么 我 们 记 


P=P[X,---, Xn] 


定义 7.1.3 
(1) 令 Xr Xm 是 不 同 的 过 程 标识 符 ，X1,… ,Xm 的 声明 是 一 个 方程 组 : 


Xi RP 
D: : 
Am eH Big 


其 中 对 于 任意 的 1 和 is<m Pi = PilXi ,Xm] 都 是 至 多 包含 m 个 过 程 标识 符 XX1,…… Xm 
的 程序 模式 。 

(2) 递归 程序 由 被 称 为 主语 句 的 程序 模式 P = P[X1,… ,Xm] 和 一 个 针对 XI ,Xm 
的 声明 DD 构成 : 所 有 已 中 的 “硬币 ”变量 都 不 会 出 现在 刀 中 ， 即 “硬币 ”变量 不 会 出 现在 
过 程 体 已,…… Pm 中。 

因为 用 于 定义 量子 case 语句 的 “硬币 ”是 主 系统 的 外 部 系统 , 所 以 前 面 定 义 中 要 求 主语 
句 忆 中 的 “硬币 ”和 声明 D 中 的 “硬币 ”不 同 是 很 有 必要 的 。 
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读者 可 能 已 经 注意 到 , 定义 7.1.3 看 起 来 与 定义 3.4.2 和 定义 3.4.3 很 相似 。 但 实际 上 它 

们 是 不 相同 的 : 在 上 述 定义 中 , 声明 D 中 的 程序 模式 Pio, Pm 和 主语 句 P 都 可 以 包含 

量子 case 语句 , 但 是 定义 3.4.2 和 3.4.3 只 能 包含 case 语句 (3.3) (和 while 循环 (3.4) )。 因 

此 , 本 章 定义 的 递归 程序 具有 量子 控制 流 , 但 3.4 节 考 虑 的 递归 程序 只 有 经 典 控制 流 。 基 于 

这 个 原因 , 我 们 将 前 者 称 为 量子 递归 程序 , 后 者 称 为 递归 量子 程序 。 正 如 我 们 在 3.4 节 所 言 ， 

276| 可 以 将 经 典 编程 理论 中 的 技术 进行 扩展 来 对 递归 量子 程序 的 语义 进行 定义 。 另 一 方面 , 如 果 

包含 量子 case 语句 的 量子 程序 不 是 递归 定义 的 ,那么 它 的 语义 可 以 通过 上 一 章 中 介绍 的 技 

术 进 行 定义 ; 特别 地 , 定义 7.1.2 是 定义 6.4.2 的 一 种 简化 版 本 。 但 是 , 为 了 定义 量子 递归 程 
序 的 语义 ,我 们 需要 一 些 新 的 技术 。 在 介绍 完 下 一 节 之 后 ,我们 会 更 清晰 地 看 到 这 一 点 。 


7.2 ”启发 性 示例 : 递归 量子 游 走 


上 一 节 介绍 了 量子 递归 程序 的 语法 。 本 节 有 两 个 目的 : 

。 介绍 一 个 颇具 启发 性 的 量子 递归 程序 的 例子 。 

。 对 回答 “如 何 定义 量子 递归 程序 的 语义 ”这 个 问题 给 出 一 个 提示 。 
我 们 将 通过 对 一 系列 递归 量子 游 走 的 研究 来 实现 这 些 目的 。 递 归 量 子 游 走 是 2.3.4 节 介 绍 的 
量子 游 走 的 一 种 变形 。 实 际 上 , 递归 量子 游 走 只 能 借助 上 一 节 所 介绍 的 语法 来 进行 合理 的 表 
述 。 


7.2.1 ”递归 量子 游 走 的 规范 


我 们 在 例子 2.3.1 中 定义 了 一 种 被 称 为 Hadamard 游 走 的 一 维 量子 游 走 。 简 单 起 见 ， 本 
节 中 我 们 只 关注 递归 Hadamard 游 走 , 这 是 对 Hadamard 游 走 的 一 种 修改 。 按照 类 似 的 方式 
对 例子 2.3.2 进行 修改 , 可 以 得 到 图 上 的 递归 量子 游 走 的 定义 。 

回忆 例子 2.3.2 和 6.7.1, Hadamard 游 走 的 状态 空间 为 4 @ HG, 其 中 

。 .和 =span{|L),|R)} 是 “方向 硬币 ”空间 , LAR 分 别 用 来 表示 方向 左 Left) MA 

(Right). 

。 .36 =span{|n):n€ Z} 是 位 置 空间 , n 表示 被 整数 n 所 标记 的 位 置 。 
Hadamard 游 走 的 单 步 算 子 W 是 一 种 量子 选择 , 它 是 “方向 硬币 ”d LAY “PGR” Hadamard 
算 子 HANERE p 上 的 移 位 算 子 T 的 线性 组 合 。 移 位 算 子 T 是 量子 case BA), CAH 
据 “ 硬 币 ”d 的 基态 |L), |R) 来 选择 是 向 左 还 是 向 右 移动 : 

。 如果 d 处 于 |L) A, 那么 会 向 左 移动 一 个 位 置 。 

。 如果 d 处 于 |R) AS, 那么 会 向 右 移动 一 个 位 置 。 
当然 , d 也 可 以 处 于 |L) 和 R) HBA, 因此 会 有 左 移 和 右 移 的 又 加 态 发 生 , 这 会 产生 量 

子 控制 流 。 形 式 化 地 ， 


W = Trip] Sua Trip] = Hldl; gif [d]|L) — Tz [p] 
O  |R) > Trip] 
fiq 
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其 中 TL 和 Tr 分 别 是 属于 位 置 空间 4 的 左 移 算 子 和 右 移 算 子 。 可 以 将 Hadamard 游 走 定 
义 为 单 步 算 子 W 的 一 种 简单 递归 , 即 W 的 重复 应 用 。 
现在 我 们 使 用 一 种 更 复杂 的 递归 形式 来 对 Hadamard 游 走 稍 作 修 改 。 
例子 7.2.1 
(1) 单 向 递归 Hadamard 游 走 首先 执行 “ 搓 硬 币 ” Hadamard 算 子 H[d], 再 执行 量子 case 
Ha: 
。 如 果 “ 方 向 硬币 ”d LF |L) 态 , 那么 它 会 向 左 移动 一 个 位 置 。 
。 如果 “方向 硬币 ”d 处 于 |R) 态 , 那么 它 会 向 右 移 动 一 个 位 置 ， 并 再 次 执行 该 递归 游 
Feo 
通过 上 一 节 介 绍 的 语法 ， 我 们 可 以 将 单 向 递归 Hadamard 游 走 定义 为 通过 如 下 等 式 进行 声 
明 的 递归 程序 X: 
X & Trip] SHa (Trip); X) (7.2) 
其 中 qd 和 7 分 别 是 方向 变量 和 位 置 变量 。 
(2) 双向 递归 Hadamard HA HAM “HAR A” Hadamard 算 子 互 [ 加 ,再 执行 量子 case 
语句 : 
eo 如 果 “ 方 向 硬币 ”d 处 于 |L) 态 , 那么 会 向 左 移动 一 个 位 置 , 并 再 次 执行 该 递归 游 走 。 
e 如 果 “ 方 向 硬币 ”d 处 于 |R) 态 , 那么 会 向 右 移动 一 个 位 置 , 并 再 次 执行 该 递归 游 走 。 
更 确切 地 说 , 我 们 可 以 将 这 种 游 走 定义 为 通过 如 下 递归 方程 进行 声明 的 程序 X: 
X <= (Trp); X) Suja (Trlpl; X) (7.3) 
(3) 双向 递归 Hadamard 游 走 的 一 种 变形 是 通过 如 下 递归 方程 组 进行 声明 的 程序 XA 
者 - 
| X © Tilp] ua (Talpj;Y) T 
Y = (Trip); X) Suia) Trip] 
递归 方程 (7.3) 和 (7.4) 的 主要 不 同 在 于 前 者 的 过 程 标识 符 X 会 调用 自身 ,而 后 者 的 六 会 
AAY, 同时 Y 会 调用 和。 
(4) 注意 ， 我 们 在 方程 组 (7.4) 的 两 个 等 式 中 使 用 的 是 同一 个 “硬币 ”d。 如 果 使 用 两 个 
不 同 的 “硬币 ”d Foe, 那么 可 以 得 到 双向 递归 Hadamard 游 走 的 另 一 种 变形 : 
X = Ty |p| Saiq CTR 四 ;7) 
Y < (Tril; X) @xje Trip] 


(5) 如 果 量 子 case 语句 有 三 个 分 支 ， 那么 我 们 可 以 用 另 一 种 方法 对 递归 量子 游 走 进行 
定义 : 


(7.5) 


X <= Ud); gif [d]|L) — Trlp] 
口 |R) > Trip] 
YT Gas 
fiq 
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其 中 d 是 三 态 粒子 , 而 非 量子 比 特 ; 即 d 是 一 个 量子 系统 ,其 状态 空间 为 三 维 希 尔 伯 特 空间 
Ha = span{|L),|R),|J)}, L 和 R 分 别 代 表 方向 左 (Left) fos (Right), 了 代表 迭代 , HU 
是 一 个 3x3 的 矩阵 ， 比 如 三 维 傅 里 叶 变 换 : 





现在 让 我 们 简单 看 看 递归 量子 游 走 的 行为 。 我 们 将 使 用 与 3.2 节 相 类 似 的 想法 来 进行 研究 。 
代表 空 程 序 或 者 终止 。 可 以 将 配置 定义 为 二 元 组 


(S, |w)) 


其 中 5 代表 程序 或 者 空 程序 E, |w) 是 量子 系统 的 一 个 纯 态 。 BA wy DAAC A Bn Z Le) 
的 一 系列 转换 来 形象 化 地 描述 程序 的 行为 。 注意 在 3.2 节 中 , 程序 的 行为 是 配置 之 间 的 一 系 
列 转 换 。 但 在 这 里 , 我 们 不 得 不 对 配置 的 又 加 进行 思考 。 显然, 这 些 配 置 的 又 加 是 由 程序 的 
量子 控制 流产 生 的 。 

我 们 只 以 通过 式 (7.2) 声明 的 单 向 递归 量子 游 走 X 为 例 进行 思考 ,当然 , 我 们 鼓励 读者 
对 上 述 例 子 中 的 其 他 游 走 的 前 儿 次 转换 进行 研究 ， 这 样 可 以 更 好 地 理解 量子 递归 调用 是 怎 
么 发 生 的 。 假 设 系统 初始 态 为 |L)al0)。， 即 “硬币 ”处 于 |L) 态 且 系 统 当 前 处 于 位 置 0。 那 么 
我 们 有 : 





(Do $ 友人 Bd- Do) + p(X |R)all)) 
©, BD- 1p) + 3 (B, IR)alL)a:10)p) + 3 (X, [Raa 2)p) (7.6) 
at hg has (a= hy hg ha, a 

z y2i+1 Jf2ntl 


其 中 do = d, 且 为 了 避免 “硬币 ”变量 的 冲突 , 需要 引入 与 原 “ 硬 币 ”d 相同 的 新 的 量子 “ 硬 
H” didz,- 。 为 了 解释 为 什么 需要 引入 这 些 不 同 的 “硬币 ”di, do,---, 我 们 需要 回忆 6.1 节 
和 6.2 节 , 在 这 两 个 小 节 中 , 要 求 量 子 case 语句 qif 加 (Di .四 > S,) fa 中 的 “硬币 ”7 不 
能 在 子 程序 5; 中 出 现 。 因此 , 式 (7.2) 中 的 “硬币 ”d 也 不 能 在 X 中 出 现 。 现 在 我 们 来 看 看 
R (7.6) 中 发 生 了 什么 。 首 先 , 将 箭头 SO. 之 前 的 项 中 的 符号 XX 用 Tilp Daya (TR 四 ;X) 替 
换 , 得 到 箭头 ©. 之 后 的 项 。 所 以 在 L 之 后 的 项 中 , d 不 会 出 现在 X 中 。 再 将 箭头 人 
之 后 的 项 中 的 符号 X 用 Tilp) Sna) (Trip: X) SH. 就 可 以 得 到 箭头 C 之 后 的 项 。 这 里 
ER d 必须 与 d 不 同 , 否则 在 第 头 L 之 后 的 项 中 的 X 中 会 有 d = di (虽然 是 暗含 的 )， 
因此 产生 矛盾 。 重复 以 上 操作 , 我 们 可 以 证 明 do = d,d1,d2,… 应 该 互 不 相同 9 。 





O d, dis- 是 不 同 的 硬币 , 但 是 它们 的 值 都 与 do 相同 。 译 者 注 
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练习 7.2.1 Y|L)a|0)p 为 初始 态 , 展示 由 式 (7.4) 和 (7.5) 定义 的 递归 量子 游 走 的 前 几 
步 游 走 。 比 较 这 两 种 游 走 的 行为 之 间 的 不 同 点 。 注意, 因为 经 典 随机 游 走 中 两 个 不 同 的 “ 硬 
币 ” 是 否 具 有 相同 的 概率 分 布 是 无 关 紧 要 的 ， 所 以 在 经 典 随 机 游 走 中 并 不 存在 这 些 不 同 点 。 

从 量子 递归 的 角度 而 言 , 前 面 介绍 的 递归 量子 游 走 是 很 好 的 例子 ; 但 是 从 量子 物理 的 角 
度 而 言 , 递归 量子 游 走 的 行为 却 并 不 那么 吸引 人 。 正 如 2.3.4 节 所 指出 的 , 经 典 随机 游 走 和 
量子 游 走 之 间 最 大 的 不 同 来 源 于 量子 干涉 : 两 条 通 向 同一 点 的 独立 路 径 可 能 会 因为 相位 不 
同 而 相互 抵消 。 从 式 (7.6) 可 以 发 现 , 在 单 向 递归 量子 游 走 中 并 没有 量子 干涉 发 生 。 与 此 相 
似 , 前 面 描述 的 所 有 类 型 的 递归 量子 游 走 中 都 没有 量子 干涉 发 生 。 接 下 来 我 们 将 介绍 一 种 更 
有 趣 的 递归 量子 游 走 , 它 向 我 们 展示 了 一 种 新 的 量子 干涉 现象 。 正 如 我 们 在 公式 (2.19) 中 所 
见 , 非 递归 量子 游 走 中 只 可 能 有 有 限 条 路 径 被 抵消 。 但 是 在 递归 量子 游 走 中 , 可 能 有 无 数 条 
路 径 会 被 抵消 。 

PIF 7.2.2 An 2。 我 们 可 以 将 双向 递归 量子 游 走 的 一 种 变形 定义 为 通过 如 下 递归 
等 式 进行 声明 的 程序 X: 

X & (Trio) Saja Trl)”; ((Trlpl; X) Saa) (Trlpl; X)) (7.7) 
在 这 里 ， 我 们 用 S 来 表示 程序 5 的 n 个 副本 的 线性 组 合 。 


接 下 来 让 我 们 看 看 这 类 游 走 的 行为 。 假 设 这 种 游 走 的 初始 态 为 |Z)al0)z。 那么 该 游 走 的 
前 三 步 如 下 所 示 : 


(X,|L)al0)p) 一 J |L)al 一 1)p) + (X1, |R})al1)p)] 
= 5l, |L)al 一 2)p) + (X2,|R)al0)p) + (X2, |L)al0)p) — (X2, |R)al2)p)] 


a zp IL)al — 3)p) + (X3,|R)al — 1)p) + (X3, |L)al — 1)p) — (X3,|R)al1)p) 
+ (X3,|L)al 一 1)p) + (Xs, |R)all)p) — (X3, |L)al1)p) + (X3, |R)al3)p)] 
1 
~ 23 
— (X3, |L)al1)p) + (X3, |R)al3)p)] (7.8) 


[(X3, |L)al 一 3)p) + (X3,|R)al — 1)p) + 2(Xs, |L)al — 1)p) 


其 中 
Xi = (Trlp] Saja) Tripl)"~*; (Triol; X) Baya (Triol; X)) 
i 二 1,2,3。 ÆA (7.8) 的 最 后 一 步 中 , 两 个 配置 


—(X3, |R)al1)p), (X3, |R)a|1)p) 


相互 抵消 了 。 因为 它们 都 包含 递归 游 走 X 本 身 , 所 以 它们 都 可 以 产生 无 数 条 路 径 。 将 式 (7.8) 
和 (7.6) 进行 比较 , 读者 可 能 会 问 : 为 什么 式 (7.8) 中 没有 引入 新 的 “硬币 ” W? 实际 上 , 只 
ER (7.7) AFI (TLI) Sna Trip)” 被 执行 ， 且 式 (7.8) 给 出 的 前 三 步 中 并 没有 递归 
调用 发 生 。 当 然 在 后 续 步骤 中 一 旦 递归 调用 了 X, 那么 为 了 避免 变量 冲突 , 就 必须 引入 新 的 
“硬币 ”。 
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通过 如 下 公式 描述 的 递归 程序 的 行为 更 令 人 感到 困惑 
X <= ((Trlpl; X) Saja) (Trlpl; X)); (Tr[p] Suia) Trip)” (7.9) 


注意 , 通过 改变 式 (7.7) 右手 边 的 两 个 子 程序 的 顺序 可 以 得 到 式 (7.9). 
练习 7.2.2 ”检验 通过 式 (7.9) # AELA |L)q|0), 为 初始 态 的 游 走 X 的 行为 。 
7.2.2 ”如 何 求解 递归 量子 方程 
我 们 已 经 从 式 (7.6) 和 (7.8) 得 出 了 递归 量子 游 走 的 前 几 步 。 但 是 如 果 想 要 精确 地 描述 
它们 的 行为 , 就 需要 对 递归 方程 (7.2)、(7.3)、(7.4)、(7.5) 和 (7.7) 进行 求解 。 在 经 典 编程 语 
言 的 理论 中 , 一 般 用 语法 允 近 来 定义 递归 程序 的 语义 。 在 3.4 节 中 , 我 们 也 使 用 这 种 方法 成 
功 地 定义 了 递归 量子 程序 的 语义 。 那 么 是 否 可 以 将 语法 盘 近 应 用 于 量子 递归 程序 呢 ? 首先 ， 
让 我 们 通过 考虑 由 单个 方程 
X = F(X) 
声明 的 一 类 简单 递归 程序 来 回忆 这 种 技术 。 
X() = abort 
X41) = F[X(™)/X], 对 于 任意 n 之 0 都 成 立 


其 中 P(X /X] 是 将 F(X) PAX AX” 蔡 换 所 得 到 的 结果 。 我们 将 X™ RA X 的 第 
n VORB. KBR, WAE X(n = 0,1,2,---) 描述 了 递归 程序 X 的 初始 阶段 的 
行为 。 那么 我 们 可 以 将 X 的 语义 [X] 定义 为 其 语法 有 逼近 X™ 的 语义 [X] 的 极限 : 


[xX] = ,lim [X™] 
现在 我 们 尝试 将 这 种 方法 应 用 于 单 向 递归 Hadamard 游 走 ,并 构造 其 语法 和 逼近 : 
X) = abort 
X) = Ty |p] Suja) (Tr[p]; abort) 
X® = Ty |p] Snug (Trlpl; Trlp] Suja) (Ta 四 ;abort)) (7.10) 
X®) = Tilp) Suja (Triol; Te [P| Saa) (Talp]; Tilp] zaz) (Te 四 ;abort))) 


(ATE IEP, 会 出 现 一 个 问题 : 为 了 避免 变量 冲突 , 我 们 必须 持续 不 断 地 
引入 新 的 “硬币 ” 变量; 即 对 于 任意 的 n = 1,2,---, HY “BER” d di,… , dn-1 在 包含 dn 
的 内 部 系统 的 外 部 , 所 以 我 们 必须 在 第 (n +1) 次 语法 逼近 时 引入 一 个 新 的 “硬币 ”变量 dno 
因此 , 变量 d di, da,…… , dn,… 表示 不 同 的 “硬币 ”。 另 一 方面 ， 因 为 它们 的 物理 属性 相同 ， 
所 以 我 们 应 当 把 它们 视 作 相同 的 粒子 。 此 外 ,因为 我 们 不 知道 什么 时 候 游 走 会 终止 , 所 以 执 
行 递归 Hadamard 游 走 所 需要 的 “硬币 ”粒子 数量 也 是 未 知 的 。 显然 , 我 们 需要 一 类 可 以 处 
理由 可 变数 量 的 相同 粒子 所 构成 的 量子 系统 的 数学 框架 来 求解 这 类 问题 。 值得 注意 的 是 , Al 
为 这 类 问题 是 由 定义 量子 case 语句 时 需要 使 用 外 部 “硬币 ”系统 所 产生 的 , 所 以 它 只 会 在 量 
子 编程 中 出 现 。 
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二 次 量子 化 

在 上 一 节 的 最 后 ， 我 们 发 现 求解 量子 递归 方程 需要 一 类 由 可 变数 量 的 相同 粒子 构成 的 
量子 系统 的 数学 框架 。2.1 节 只 介绍 了 由 数量 确定 且 并 不 一 定 相 同 的 子 系统 构成 的 复合 量子 
系统 (参考 2.1.5 节 中 的 量子 力学 基本 假设 4)， 显 然 现 在 这 种 模型 已 经 超出 之 前 所 讨论 的 范 
围 。 幸运 的 是 , PE 80 多 年 前 物理 学 家 就 设计 了 一 种 可 以 描述 包含 可 变数 量 粒子 的 量子 系 
统 的 方法 ， 即 二 次 量子 化 。 为 了 方便 读者 理解 ,我 们 将 在 本 节 中 简单 介绍 二 次 量子 化 方法 。 
我 们 只 着 重 介绍 后 续 内 容 中 需要 用 到 的 二 次 量子 化 的 数学 描述 , 至 于 物理 上 的 解释 , 读者 可 
以 查阅 参考 文献 [163]。 


7.3.1 ZATA 


我 们 首先 考虑 包含 确定 数量 粒子 的 量子 系统 。 假设 这 些 粒子 具有 相同 的 希 尔 伯 特 空间 ， 
但 是 它们 并 不 一 定 是 相同 的 粒子 。 令 H 是 单个 粒子 的 希 尔 伯 特 空间 。 通过 定义 2.1.18, 对 
于 任意 n > 1, 我 们 可 以 定义 n 个 R 的 副本 的 张 量 积 为 和 sn"。 对 于 任意 属于 W 的 单 粒 
FAS Wi) ,| 加) 根据 量子 力学 基本 假设 4 可 以 断言 : 存在 由 个 独立 的 粒子 构成 的 态 


l1) @---@ lyn) = | @--- @ Yn) 
其 中 对 于 任意 的 1< i<n, 第 i 个 粒子 都 处 于 |w;) & BA 2? AAS wi @---@yn) 的 
线性 组 合 构 成 : 


HL" = span{ |p BB Yn) : lv) ,Wn) E H} 


= {Se BB Yin) : M > 0, ai E C, Iia),.… , |Win) € æ) 
i=] 

回忆 2.1.5 节 , 222" 也 是 一 个 希 尔 伯 特 空间 。 更 确切 地 说 , 空间 22" 中 向 量 的 基本 操作 可 
以 由 如 下 公式 及 其 线性 组 合 进行 定义 : 


(1) 加 法 : 
Ihr @--- @Yi@---@Yn) + BB @---@ yn) 
= |t1 @---@ (Pit Yj) 8: 8 Yn) 
(2) 标量 乘法 : 
Albi @ +++ @ Yi @-+-@ Yn) = | @--- @ (Adi) @--- @ Yn) 
(3) AR: 


n 


(1 @ +++ @ Ynly1 BB Gn) = [wilpi) 
i=l 
练习 7.3.1 证 明 : wR ZAZA H Hukk, MA 
{V1 8-8 Yn) : W1) Yn) E B} 


是 空间 .和 8" ARR 
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置换 算 子 


现在 让 我 们 转向 考虑 这 样 一 个 量子 系统 , 它 由 多 个 相同 的 粒子 构成 , 且 这 些 粒子 拥有 同 
样 的 内 秉 属 性 。 我 们 首先 介绍 几 个 能 够 刻画 这 些 相 同 粒子 对 称 性 的 算 子 。 对 于 任意 1 …… ,n 
的 置换 x, 即 对 于 任意 的 i 都 有 一 个 从 {1,… ,n} 到 它 自身 的 双 射 能 够 将 x 映射 为 (i), 我 
们 可 以 将 空间 8" 内 的 置换 算 子 Pr 定义 为 


Pr|v1 @---@ yn) = lra) 8- O x(n) 


及 其 线性 组 合 。 接 下 来 给 出 置换 算 子 的 一 些 基本 性 质 : 

命题 7.3.1 

(1) Pr 是 么 正 算 子 。 

(2) Pry Pra = Primas Pi = Pr-i, 其 中 Tmin 是 m F m HAS, Pi 代表 Pr HHH 
置 ( 即 倒序 ), mT 是 7 的 倒序 排列 。 

此 外 , 可 以 从 置换 算 子 的 角度 对 对 称 与 反对 称 化 算 子 进行 定义 : 

定义 7.3.1 空间 .和 8" 内 的 对 称 与 反对 称 化 算 子 是 这 样 定义 的 : 


1 
S+ = a5 A 
1 
284 有 二 六 (人 
其 中 区 遍历 1 … ,n 的 所 有 可 能 的 排列 ， 且 (—1)" 是 排列 m 的 标识 ， 即 


CDr= 1 7 是 偶数 
一 ] tT 是 奇数 


接 下 来 我 们 将 列 出 几 点 关于 对 称 与 反对 称 化 的 有 用 的 性 质 : 
命题 7.3.2 
(1) PrSy = 954P. = S4 
(2) P.S_ = S-P, = (-1)"S_ 
(3) 53 = 5, =st 
(4) S2 =S- =S} 
(5) S,S_ = S-S} =0 
练习 7.3.2 ”证 明 命 题 7.3.1 Fe 7.3.2. 
对 称 与 反对 称 态 


当然 , 2.1 节 介 绍 的 量子 力学 相关 知识 可 以 用 于 处 理由 多 个 粒子 构成 的 量子 系统 。 但 是 
当 这 些 粒 子 是 相同 粒子 的 时 候 它 并 不 完善 , 我 们 必须 对 其 进行 补充 : 
o 对 称 化 的 原理 : ”个 相同 粒子 的 态 与 n 个 粒子 的 排列 之 间 是 完全 对 称 的 或 者 是 完全 
反对 称 的 。 
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。 我 们 将 对 称 的 粒子 称 为 玻 色 子 。 
。 将 反对 称 的 粒子 称 为 费 米 子 。- 

在 本 节 的 开始 , 我 们 发 现 如 果 n 个 粒子 都 有 相同 的 状态 空间 A, 那么 这 n 个 粒子 构成 
系统 的 希 尔 伯 特 空间 为 272". 根据 上 述 原理 , 我 们 发 现 并 不 是 任何 属于 .和 sn 的 向 量 都 可 
以 用 于 表示 由 n 个 相同 粒子 构成 的 态 。 但 是 对 于 任意 属于 72" 的 态 |), 我 们 都 可 以 通过 
对 称 化 或 者 反对 称 化 构造 出 两 个 态 : 

。 一 个 对 称 〈 玻 色 子 ) A: 3S+ |W). 

。 一 个 反对 称 ( 费 米子 ) A: S_|W)o 
特别 地 , 可 以 将 与 单 粒子 态 Vi) ,| 加 ) 的 乘积 相对 应 的 对 称 与 反对 称 态 记 作 : 


|w1,* hs — Sy|vr @---@Un)v 


其 路 是 + 或 者 —. 我 们 可 以 使 用 这 个 记号 来 重新 描述 对 称 化 原理 : 
。 对 于 玻 色 子 , Ivi ,加 )+ PAS |wi) 的 顺序 并 不 重要 。 
。 对 于 费 米子 , |w,… ,加 )+ 中 交换 两 个 态 的 顺序 会 改变 正 负 号 : 285 


|% Wiser? Wire: ci = —|y1, Pj Pie Fe (7.11) 


从 公式 (7.11) 可 以 得 出 如 下 推论 : 
。 泡 利 不 相 容 原理 : WRA vi) 和 |w;) 是 相同 的 ,那么 wy)… pi dy. Un) 
会 消失 , 即 在 同一 量子 态 中 , 不 可 能 找到 两 个 费 米子 。 
总 之 , 对称 性 原理 意味 着 由 ”个 相同 粒子 构成 的 系统 的 状态 空间 并 不 是 整个 72", 而 
是 下 列 两 个 子 空间 中 的 一 种 : 
rere 
(1) Æ 的 n 阶 对 称 张 量 积 : 





HE” = 8, (H2") 
= 由 对 称 张 量 积 | … Un) 4 所 产生 的 O°" 的 闭 子 空间 ， 
其 中 | N , |Wn) EH 
(2) Z 的 n 阶 反对 称 张 量 积 : 
FER” =g. (ge) 
= 由 反对 称 张 量 积 Vi, ,如 )- 所 产生 的 MS" 的 闭 子 空间 ， 
其 中 lvi) e ,|Wn) EH 
空间 .8"(v = +, 一 ) 中 的 加 法 、 标 量 乘法 和 内 积 与 空间 eo" 中 的 相同 。 特别 地 ， 下 
面 这 个 命题 可 以 帮助 我 们 方便 地 计算 .8 中 的 内 积 : 


WE 7.3.3 ”对 称 与 反对 称 张 量 积 的 内 积 为 : 


1 


+(W1, ,Wnlp1, Pn) + = A Per (ilei) is 
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—(1,°°+ PnP Pn- = L det (Mili) 
其 中 det 和 per PRK AAEM FFF) AFOHED|) (ARA AFAA). 
练习 7.3.3 
(1) 计算 对 称 与 反对 称 张 量 积 空间 20" 的 维度 。 
286 (2) 证 明 命题 7.3.3。 


7.3.2 Fock 空间 


我 们 在 上 一 小 节 中 研究 了 具有 确定 数量 同 态 粒子 的 量子 系统 。 现 在 让 我 们 看 看 如 何 描 
述 具 有 可 变数 量 粒子 的 量子 系统 。 很 自然 的 想法 是 这 类 量子 系统 的 希 尔 伯 特 空间 应 该 是 不 
同 数量 粒子 的 状态 空间 的 直 和 。 为 了 实现 这 个 想法 , 让 我 们 首先 对 希 尔 伯 特 空间 直 和 的 概念 
进行 介绍 。 

EX 7.3.3 4 H, Har 是 希 尔 伯 特 空间 的 一 个 有 限 序 列 。 那么 它们 的 直 和 可 以 定 
义 为 向 量 空间 : 


pa = {vas iad) : Idi) € HG = 1,2,---) E Y l:l]? < ~| 


t=1 


在 该 空间 上 ， 我 们 定义 : 


e 加 法 : 
(Y1), l2) + (Ip1), 1p2),***) = (a) + |p1), h2) + l2) ) 
e 标量 乘法 : 
allpi) Y2) =) = (aly), ale), ---) 
e AR: 


co 


(Unta npa) = Sila) 


i=1 

练习 7.3.4 EA OL, MH 是 希 尔 伯 特 空间 。 

令 A 是 一 个 粒子 的 状态 希 尔 伯 特 空间 。 如 果 我 们 引入 真空 态 |0), 那么 可 以 将 1 HY 0 
阶 张 量 积 定义 为 一 维 空间 

FE = 72° = span{|0)} 

现在 我 们 开始 对 具有 可 变数 量 相同 粒子 的 量子 系统 的 状态 空间 进行 描述 。 

定义 7.3.4 

(1) Æ 上 的 自由 Fock 空间 可 以 定义 为 H 的 n 阶 张 量 积 的 直 和 : 


F(H) = D2 


n=0 
287 (2) 4 上 的 对 称 〈 玻 色 子 ) Fock 空间 和 反对 称 ( 费 米子 ) Fock 空间 可 以 定义 为 : 
F(X)= QB ee 
=0 


其 中 v= 十 为 玻 色 子 , v=- 为 费 米 子 。 


BIE FF iz yr 239 


对 称 化 原理 告诉 我 们 只 有 对 称 或 者 反对 称 Fock 空间 才 具 有 实际 的 物理 意义 , 但 是 因为 
自由 Fock 空间 是 一 种 非常 有 用 的 数学 工具 且 有 时 要 比 对 称 与 反对 称 Fock 空间 更 容易 处 理 
(我 们 在 下 一 节 中 会 看 到 这 一 点 ), 所 以 在 这 里 我 们 还 是 要 引入 自由 Fock 空间 。 

仔细 研究 Fock 空间 中 的 态 和 操作 , 可 以 帮助 我 们 更 好 地 理解 Fock 空间 : 

(1) FL) 空间 内 的 态 具 有 如 下 形式 : 


=i ) 全 (1¥(0)), IZ (1)), -+ ,|v(n)),..) 


其 中 Y(n) e 2" 是 n 个 粒子 构成 的 态 , 且 


>》 (U(n)|¥(n)) < oo 
n=0 
(2) Fu( 3?) 空间 的 基本 操作 为 : 
。 加 法 : . 
(> wn) an z jx) = Yo (lV(n)) + 18(n))) 
n=0 n=0 n=0 
。 标 量 乘法 : S a 
a (>: wa) = $ alz(n)》 
n=0 n=0 
e AR: 


H y(n)| >> a) = 》 (W (n)|ð(n)) 
n=0 n=0 n=0 


(3) Fu(H) 的 基 : 对 称 或 者 反对 称 积 态 [vi Uno (n > 0 E |w1),… ,In) € W) 
构成 Fock 空间 多 v(. 知 ) 的 一 组 基 , 即 


FoX) = span{|w1,.… Wade a= 0,1,2,--- Alpi), Yn) € KH} 


如 果 n=0, 那么 Wi, Un)» 是 真空 态 |0)。 288 
(4) Fal) PRIA (0,… ,0,|Y(n)),0,--- ,0) 与 2" 中 的 态 Y(n) 是 相同 的 。 那 么 

Hr 可 以 被 视 作 Fy (FC) 的 子 空间 。 此 外 , SPAR RFK m n, 因为 (W(m)|Y(n)) = 0， 

所 以 62" 与 er BERN. 


Fock 空间 内 的 算 子 


我 们 已 经 知道 , 具有 可 变数 量 同 态 粒子 的 量子 系统 中 的 态 可 以 通过 Fock 空间 中 的 向 量 
进行 表示 。 现在 我 们 继续 为 描述 这 类 量子 系统 的 可 观测 量 和 演变 准备 数学 工具 。 首先 对 希 尔 
伯 特 空间 的 直 和 中 的 算 子 进行 定义 。 

定义 7.3.5 对 于 任意 的 1>1, 令 4i 是 . 知 内 的 限界 算 子 且 满足 范 数 ( 参 考 定义 2.1.11) 
的 序列 |All = 1,2,---) 是 有 界限 的 ， 即 存在 常数 C 使 得 上 4il| < CG = 1 2……) 成 立 。 那 
么 我 们 将 OZ H 中 的 算 子 

A= (Aj, A2,…) 
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BMA: 对 于 任意 (|w1), Y2), ) € (<>a KG, 都 满足 


4(Wa) 2), +++) = (Alya), Aalye), +++) (7.12) 
与 此 类 似 , 我 们 可 以 对 n 个 希 尔 伯 特 空间 直 和 BP, 24 中 的 算 子 4 = (41,… , An) 进 
行 定 义 。 
我 们 通常 记 : 


5 Ai = (Ar, Aa?) E ,hi= (Ah1,.… ,An) 
i=1 i=1 
练习 7.3.5 “证明 通过 公式 (7.12) 定义 的 A OLH 的 限界 算 子 ， 且 
|All < stip la 


现在 我 们 将 用 这 种 思路 对 Fock 空间 内 的 算 子 进行 定义 。 对 于 任意 n > 1, $ Aln) 是 
22" HAF. 那么 通过 定义 7.3.5, 我 们 可 以 将 自由 Fock 空间 F(A) 内 的 算 子 


A= yi A(n) (7.13) 
n=O 
定义 为 : 对 于 任意 属于 FH) 中 的 态 
|Z) = = Iw(n)) 
都 有 
= Aly) =A 位 wo = $ Aolron) 


其 中 4|0) = 0， 即 我 们 可 以 将 真空 态 视 作 算 子 4 的 特征 值 为 0 时 所 对 应 的 特征 向 量 。 显 
然 , 对 于 所 有 的 n > 0, 2" 在 4 的 作用 下 是 不 变 的 , 即 4( 和 Sn") C HE". 

RAR (7.13) 形式 的 一 般 性 算 子 并 不 一 定 会 保持 玻 色 子 〈 相 对 的 ， 费 米子 ) 的 对 称 性 
(相对 的 , 反对 称 性 )。 为 了 定义 玻 色 子 或 费 米 子 Fock 空间 中 的 算 子 , 我 们 需要 对 其 对 称 性 
进行 思考 。 

定义 7.3.6 ”如 果 对 于 任意 nn 之 0 和 1,:… ,n HERRA) n, Pr 和 Aln) 满足 可 交换 
性 ， 即 

P,, A(n) = A(n)P, 


那么 我 们 称 算 子 A= Pro Aln) 具有 对 称 性 。 
很 容易 发 现 ， 对 称 Fock 空间 F (A) 和 反对 称 Fock 空间 F_(H/) 在 对 称 算 子 4 = 
> > Aln) 的 作用 下 是 封闭 的 : 


A(F,(#)) E Fal H) 


其 路 = +, 一。 换言之, 对 称 算 子 4 将 一 个 玻 色 子 (或 费 米子 ) 态 |W) 映射 为 另 一 个 玻 色 子 
(或 费 米子 ) A AJY). 


BIG FF ze yz 241 


练习 7.3.6 ”判断 接 下 来 的 语句 是 否 成 立 : 如 果 一 个 算 子 AC F(H) BR A(Fi(H)) C 
FH) (或 者 A(F_(H)) C F(H)), MA A 具有 对 称 性 。 证 明 你 的 结论 。 

我 们 可 以 进一步 引入 对 称 泛 函 S。 对 称 泛 函 可 以 将 任意 一 个 算 子 A = oP, Aln) 与 另 
一 个 对 称 算 子 做 映射 : 


S(A) = >》 S(A(n)) (7.14) 
n=0 
其 中 对 于 任意 n > 0, 都 有 
S(A(n)) = = Y BAP” (7.15) 


其 中 7 遍历 1,… ,n 的 所 有 可 能 的 排列 ，Pr ! 是 P 的 逆序 。 因 此 , 自由 Fock 空间 中 任意 的 
算 子 A 都 可 以 通过 对 称 泛 函 S 转变 为 S(4), 这 样 就 能 合理 地 应 用 于 玻 色 子 或 费 米子 Fock 
空间 。 


7.3.3 Fock 空间 的 可 观测 量 
上 一 小 节 将 Fock 空间 作为 具有 可 变 粒 子 数量 的 量子 系统 的 状态 希 尔 伯 特 空间 进行 介 


绍 ,同时 还 研究 了 Fock 空间 中 的 多 种 算 子 。 现 在 我 们 来 看 看 如 果 描 述 这 些 系统 中 的 可 观测 
量 。 


多 体 可 观测 量 


我 们 先 对 具有 n> 1 个 粒子 的 可 观测 量 进行 研究 。 通 过 量子 力学 的 基本 假设 , 我 们 知道 
可 以 通过 272" 中 的 厄 米 算 子 对 包含 ”个 粒子 的 量子 系统 的 可 观测 量 进行 表示 。 在 这 里 我 
们 将 对 .和 sn 中 的 一 类 非常 特殊 的 可 观测 量 进行 仔细 研究 。 

首先 让 我 们 对 最 简单 的 情况 进行 思考 : n 个 粒子 中 只 有 一 个 被 观测 。 假设 O 是 % 中 的 
一 个 单 粒 子 可 观测 量 。 那 么 对 于 任意 1 < i < n, 可 以 将 2" 中 第 i 个 因子 上 的 O 的 行为 
O 通过 如 下 等 式 及 其 线性 组 合 进行 定义 : 

Olly @ i BB Yn) = |r B® (Ovi) @--- O Hn) 
即 
ol = [86-9 Q08 Je- 

其 中 工 是 © 中 的 单位 算 子 。 显 然 , 对 于 任意 确定 的 i. AT OM 是 非 对 称 的 。 结 合 对 不 同 
粒子 i 的 行为 OF, BATA: 

定义 7.3.7 O 所 对 应 的 单 体 可 观测 量 为 


Oi(n) = D200 
i=1 


接 下 来 我 们 考虑 ”个 粒子 中 有 两 个 被 观测 的 情况 。 假设 O 是 在 双 粒 子 空间 7 @ 9 内 
的 可 观测 量 。 那 么 对 于 任意 1 < i < j < n, 我 们 可 以 将 和 8" 中 的 OW 定义 为 一 种 算 子 ， 
它 可 以 对 :和 sn 中 的 第 i 个 和 第 j 个 因子 执行 0, 而 对 其 他 粒子 没有 影响 ; 即 对 7%" 中 的 
O 的 柱 面 扩张 : 
oll = Ofi,j] ® ( I®(i-) g 18(-i-)) g pre) 


242 RAD 常量 子 挫 制 的 量子 程序 


如 果 允 许可 观测 量 O 作用 于 ”个 粒子 中 的 任意 两 个 粒子 上 , 那么 我 们 可 以 得 到 : 

EX 7.3.8 O 所 对 应 的 n 个 粒子 系统 中 的 双 体 可 观测 量 为 : 

Os(n)= > OM 
1l<gi<j<gn 

练习 7.3.7 ”证明 : 如 果 交 换 两 个 粒子 并 不 会 使 O 发 生变 换 , 即 对 于 任意 的 1<i,j<<n 

都 有 Ol] = OF, aga 
291 O2(n) = » ols] 
ifj 

此 外 , 我 们 可 以 使 用 与 定义 7.3.7 和 7.3.8 相 类 似 的 方法 对 大 体 可 观测 量 Ok(n) 进行 定 

X, 其 中 2<k<n。 


Fock 空间 的 可 观测 量 


前 面 的 准备 工作 使 得 我 们 可 以 对 包含 可 变数 量 粒子 的 可 观测 量 进行 研究 。 实 际 上 ， 
A (7.13) 向 我 们 提供 了 一 种 定义 Fock 空间 可 观测 量 的 方法 ; 更 确切 地 说 ， 如 果 对 于 任意 
n>1, 式 (7.13) 中 的 算 子 A(n) 都 是 ”个 粒子 的 可 观测 量 , 那么 


A= 网 


n=0 
被 称 为 延伸 到 自由 Fock 空间 F(A) 中 的 扩展 可 观测 量 。 特 别 地 ， 如 果 4 是 对 称 的 ， 那么 
它 还 是 对 称 与 反对 称 Fock 空间 的 可 观测 量 。 
下 面 这 条 命题 可 以 帮助 我 们 方便 地 计算 扩展 可 观测 量 的 平均 值 。 
命题 7.3.4 A=”, Aln) 处 于 | 多) = 0| 罗 (mn)) 态 时 的 均值 为 


(SAZ) = >_ VATE) 


Me 


3 
ll 
(æ) 


(¥(n)|A(n)|¥(n)) 
(¥(n)|¥(n)) 


Mi 


(Y(n)|Y(n)) - 


3 
ll 
© 


其 中 : 
(1) (Y(n)|W(n)) 是 找到 n 个 处 于 |W) 态 的 粒子 的 概率 ; 


(2) 
(¥(n)|A(n)|¥(n)) 


(W(n)|Y(n)) 
AW n 个 粒子 构成 的 系统 中 的 A(n) 的 均值 。 
本 小 节 的 最 后 ,让 我 们 考虑 Fock 空间 中 两 类 特殊 的 可 观测 量 。 对 于 任意 给 定 的 > 1， 
自由 Fock 空间 的 k 体 可 观测 量 可 以 定义 为 : 
Ox = > Ok(n) 
ask 


其 中 对 于 所 有 n > k, O,(n) 是 空间 272" 的 大 体 可 观测 量 (参考 定义 7.3.7 和 7.3.8). Wb, 
注意 O, 具有 对 称 性 ; 举例 来 说 , 单 体 可 观测 量 O(n) 与 排列 满足 交换 律 : 
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Oi1(n)|wi1,:…: Unit — Sold: ;ii OW Pti Unia 
j=1 


该 等 式 对 于 任意 的 k > 2 都 成 立 。 因 此 ，Ox 可 以 直接 在 对 称 与 反对 称 Fock 空间 中 使 用 。 
可 以 将 Fock 空间 中 的 另 一 种 非常 重要 的 可 观测 量 定义 为 : 
定义 7.3.9 FAH) 中 的 粒子 数 算 子 NN 为 


N bs wo = 2_nlz(n) 


n=0 n=0 


如 其 名 称 所 示 , 对 于 任意 的 n > 0, 粒子 数 算 子 N 在 |W) 的 第 n ATA Y(n) 之 前 
显 性 地 给 出 其 粒子 数目 n。 接 下 来 的 两 个 命题 给 出 了 粒子 数 算 子 的 几 条 基本 属性 。 

命题 7.3.5 

(1) 对 于 任意 的 n= 0,1,2,.…, HE RN 的 特征 值 为 n 时 所 对 应 的 特征 子 空间 。 

(2) N 处 于 |Y) = Dr-o W(n)) 态 时 的 均值 为 : 


(VINIV) = dn U(n)|W(n 
命题 7.3.6 ”广泛 可 观测 量 A 和 粒子 数 算 子 N 之 间 满 足 交 换 律 : AN = NA。 
练习 7.3.8 ”证 明 命题 7.3.5 和 7.3.6. 


7.3.4 Fock 空间 的 演变 


现在 我 们 开始 研究 包含 可 变数 量 粒子 的 量子 系统 的 动力 学 。 这 类 量子 系统 可 以 按照 如 
下 两 种 方式 进行 演变 : 

。 演变 不 会 改变 粒子 数 

。 演变 会 改变 粒子 数 
本 节 中 ， 我 们 主要 关注 第 一 种 演变 方式 ， 第 二 种 演变 方式 将 在 下 一 小 节 中 讨论 。 显 然 ， 
式 (7.13) 提供 了 一 种 定义 第 一 种 演变 的 方法 。 更 确切 地 说 ， 如 果 对 于 任意 的 n > 0, n 个 
粒子 的 动力 学 都 可 以 通过 算 子 A(n) 进行 建 模 描述 , 那么 A = ST, Aln) 可 以 在 不 改变 粒 
子 数 的 前 提 下 对 Fock 空间 的 演变 过 程 进行 描述 。 让 我 们 仔细 研究 一 下 这 类 特殊 的 演变 。 假 
设 单 粒子 的 (离散 时 间 的 ) 演变 可 以 通过 么 正 算 子 U 进行 表示 。 那么 没有 相互 作用 的 n 个 
粒子 的 演变 可 以 通过 属于 空间 .和 sn WAT 


U(n) =U®" 
进行 描述 : 对 于 任意 属于 Z WAS v) ,wn) 都 有 
UN) BB Yn) = [UY @--- @UYn) (7.16) 
这 里 同一 个 么 正 算 子 U 将 同时 作用 于 n 个 粒子 。 很 容易 验证 U(n) 与 排列 满足 交换 律 : 


U(n)|v1,--- Un) + = [Uyi Un) + 
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通过 式 (7.13), 我 们 可 以 定义 Fock 空间 的 对 称 算 子 : 7 

U= > U(n) (7.11 

n=0 : 

显然 , 它 可 以 描述 包含 可 变数 量 粒 子 (但 这 些 粒子 之 间 没 有 相互 作用 ) 的 量子 系统 的 演变 
程 。 


7.3.5 ”粒子 的 产生 与 削 灭 

上 一 小 节 中 我 们 研究 了 如 何 描 述 Fock 空间 的 第 一 种 演变 , 这 种 演变 不 会 改变 系统 中 米 
子 的 数量 ; 例如 , 通过 式 (7.17) 定义 的 算 子 U 可 以 将 个 粒子 的 态 映 射 为 相同 粒子 数 的 态 
本 节 中 , 我 们 研究 Fock 空间 的 第 二 种 演变 , 它 会 改变 粒子 的 数量 。 BR, 我 们 不 能 通过 2. 
节 中 介绍 的 量子 力学 基本 框架 对 其 进行 处 理 。 不 过 我 们 可 以 通过 “产生 ”和 “ 淹 灭 ”这 两 人 1 
基本 算 子 对 不 同 粒子 数量 的 态 之 间 的 转化 进行 描述 。 

EX 7.3.10 ”对 于 任意 属于 H HBF |v), 与 态 |b) 相关 联 的 Fi(H) PH“ 
生 ” 算 子 at(W) 可 以 通过 如 下 等 式 及 其 线性 组 合 进行 定义 : | 


at w)|vi,°°° Pade 二 VN 二 Ilp, yi, Unlo (7.18) 


HP n0, 所 有 的 vih lyn) 都 属于 Ho 

从 定义 式 (7.18) 中 , 我 们 发 现 算 子 ai(w) 可 以 在 不 改变 其 他 ”个 粒子 所 处 态 的 情况 下 ， 
将 一 个 处 于 |w) 态 的 粒子 添加 到 这 n 个 粒子 构成 的 系统 中 ; 特别 地 , 在 这 种 转化 过 程 中 , 态 
的 对 称 性 或 者 反对 称 性 不 会 发 生 改 变 。 将 系数 VN 十 了 添加 到 式 (7.18) 的 右手 边 主要 是 为 了 
保证 系数 归 一 化 。 

定义 7.3.11 ”对 于 任意 属于 H 的 单 粒子 态 | 办， 可 以 将 .Fi(. 和 6) PH “BR” HF 
a(t) ÈLA atly) HERR: 

a(w) = (ait(y))! 


294 (al (yw)|p1,- ES Pn |w1,: aii Unu) = (|91,: sh Pnv a() |r, - üi ,Wn)v) (7.19) 


下 面 这 个 命题 给 出 了 “ 潭 灭 ” 算 子 的 一 种 表示 方法 。 
命题 7.3.7 


a(p)|0) =0 
a()|vi,+-* ,Wn)+ = ao (bi 


从 这 个 命题 中 可 以 看 出 “ER” AT a(w) 可 以 在 不 改变 态 的 对 称 性 的 情况 下 从 系统 中 
移 除 一 个 粒子 
练习 7.3.9 ”证 明 命题 7.3.7。 提示: 使 用 a(W) 的 定义 式 (7.19)。 
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7.4 在 自由 Fock 空间 中 求解 递归 方程 


7.2 节 末 尾 介绍 的 递归 量子 游 走 的 例子 使 我 们 确信 如 果 想 对 量子 递归 程序 的 执行 过 程 中 
使 用 的 量子 “硬币 ”的 行为 进行 建 模 ， 就 必须 处 理 包含 可 变数 量 的 相同 粒子 的 量子 系统 。 所 
以 ,， 上 一 节 介 绍 了 一 种 用 于 处 理 这 类 问题 的 数学 框架 , 即 二 次 量子 化 。 实际 上 , 二 次 量子 化 
为 我 们 定义 量子 递归 的 语义 提供 了 所 有 必需 的 工具 。 本 节 和 下 一 节 的 目的 就 是 对 量子 递归 
程序 的 语义 进行 定义 。 完 成 这 个 定义 需要 两 步 , 本 节 将 在 不 考虑 用 于 实现 量子 “硬币 ”的 粒 
子 的 对 称 性 或 者 反对 称 性 的 情况 下 , 介绍 如 何在 自由 Fock 空间 中 求解 递归 方程 。 


7.4.1 自由 Fock 空间 中 算 子 的 域 


与 递归 经 典 程序 和 在 3.4 节 研 究 的 量子 程序 的 经 典 递归 的 情况 相似 , 我 们 首先 需要 设 定 
一 个 用 于 存放 量子 递归 方程 解 的 域 。 在 这 个 小 节 中 , 我 们 先 不 考虑 该 域 在 递归 量子 程序 语义 
方面 的 实际 应 用 , 而 是 仅仅 把 它 当 作 一 种 抽象 的 数学 对 象 进 行 研究 。 这 样 可 以 使 我 们 更 好 地 
理解 域 的 结构 。 

S C 是 量子 “硬币 ”的 集合 。 对 于 任意 的 ce C, KE “BR” ce 的 状态 希 尔 伯 特 空 
ll], FHA) 是 A 上 的 自由 Fock 空间 。 我 们 将 所 有 “硬币 ”的 自由 Fock 空间 的 张 量 积 记 
为 : 

G( Hc) 全 CO FH.) 
ceC 

假设 HH 是 主 系统 的 状态 空间 , 那么 由 主 系统 和 可 变数 量 “ 硬 币 ” 构 成 的 量子 系统 的 状态 空 
间 为 9( 和 6)@ # 

S w 是 非 负 整数 的 集合 。 那 么 wo 是 由 非 负 整数 构成 的 C-indexed 元 组 的 集合 : 元 = 
{nc}cec， 其 中 对 于 任意 的 ne cw, 都 有 ce C。 显 然 


IHI X = |B (gx) D H 


元 EwC cEC 





此 外 , & OG (He) ® H) 是 形式 为 


的 算 子 的 集合 , 其 中 对 于 任意 的 元 Ew2, A(t) 都 是 (Oec HE") OH 中 的 算 子 。 那么 可 以 
OG (Ho) ® H) 作为 量子 递归 方程 的 解 空间 。 求解 量子 递归 方程 还 需要 6O(8 (和 4) @ #) 
中 的 偏 序 的 概念 。 为 了 对 OGA) @ H) 中 偏 序 进行 定义 ,我们 先 将 wc 中 的 偏 序 < 定义 
为 : 

e 对 于 所 有 的 ce C, 元 < 元 成 立 当 且 仅 当 nc < Mee 
如 果 元 e 8 且 元 < 元 可 以 推导 出 元 e 2, 那么 我 们 称 子 空间 QO Cc w2 是 下 闭 的 。 

定义 7.4.1 OG(HE)@OH) 中 的 平坦 序 己 是 这 样 定义 的 : 对 于 任意 属于 COAH) 
的 A= 2_aewe A(n) # B= ewe Bin), 

。 ACB 成 立 当 且 仅 当 存 在 一 个 满足 如 下 条 件 的 下 闭 子 空间 QC": 
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e A(T) = B(T) 对 于 任意 的 元 E 人 2 都 成 立 。 
o A(T) = 0 对 于 任意 的 元 E wc \ 人 2 都 成 立 。 

正如 之 前 所 言 , 可 以 将 平坦 序 简单 地 理解 为 一 种 抽象 的 数学 对 象 . 然而 , 其 后 面 的 真实 
意图 需要 结合 其 应 用 到 量子 递归 程序 的 语义 当中 来 解释 。 如 7.2 节 最 后 的 例子 所 示 , 量子 递 
归程 序 P 在 执行 的 过 程 中 会 反复 执行 替换 操作 , 在 每 一 次 替换 过 程 中 都 会 为 了 避免 变量 冲 
突 而 引入 一 个 新 的 “硬币 ”。 对 于 任意 的 元 e w2, 我 们 用 n 来 记录 程序 P 的 计算 过 程 中 使 
用 的 “硬币 ”ce 的 数量 。 所 以 , 元 < 元 意味 着 由 元 表示 的 “硬币 ”( 的 副本 ) 比 由 元 表示 的 
“硬币 ”多 。 显然, P 的 执行 过 程 使 用 的 “硬币 ”数量 越 多 , 计算 得 到 的 “内 容 ” 就 越 多 。 
此 如 果 4 和 BARE P 在 两 个 不 同 的 执行 阶段 下 得 到 的 部 分 计算 结果 , 那么 ACB 意 
味 着 在 阶段 B 得 到 的 计算 “内 容 ” 比 在 阶段 4 得 到 的 多 。 读者 在 阅读 了 命题 7.4.1 之 后 会 
对 该 解释 有 更 清晰 的 理解 。 

下 面 是 本 章 的 一 条 关键 引 理 , 它 揭示 了 自由 Fock 空间 中 算 子 的 格 理论 结构 。 

引 理 7.4.1 (C(A) D HW), E) 是 完备 偏 序 (CPO) (参考 定义 3.3.4)。 

证 明 : 首先 , 因为 w2 本 身 是 下 闭 的 , 所 以 E 具有 自 反 性 。 为 了 证 明 CE 具有 传递 性 , 我 
们 假设 ACBA BCC. 那么 存在 下 闭 子 集 2, 0 Cw? 满足 : 

(1) A(z) = B) 对 于 任意 的 元 e 2 都 成 立 且 An) = 0 WFR nEw \ 2. 

(2) B(T) = O(m) 对 于 任意 的 元 eT 都 成 立 且 B) = 0 对 于 任意 的 Te we \T。 
显然 , LNT 也 是 下 闭 的 , 且 对 于 任意 的 元 e ONT RA AN) = B) = C(m) 成 立 。 另 一 
方面 , 如 果 

T Ew? \ (RAT) = (wf \ QU [RNA (wf \ T) 

那么 : 

。 要么 元 EwCc\Q, 从 (1) 中 可 以 得 出 4( = 0。 

e 要 么 元 e QU (wc \T), 结合 (1) 和 (2) 我 们 可 以 得 到 AM) = Bm) = 0. 
因此 ，A C C。 与 之 类 似 , 我们 可 以 证 明 C RARE. MA, (O(G(HC)®H),C) 是 
一 个 偏 序 。 

显然 , 对 于 任意 的 元 e wo, WE A(R) = 0 (Qer HE") OH 中 的 零 算 子 ) 的 算 子 A = 
jiewc A(T) 都 是 (6 (Y( He) @ H), E) 中 的 最 小 元 素 。 这 就 足以 证 明 (6 (G(HC) @ H), E) 
中 任意 一 个 链 {4;} 都 有 最 小 上 确 界 。 对 于 任意 的 i 我 们 取 


A; = {me T A;(7) £ 0} 
Ai l= {ME o] :存在 元 ec Ai 使 得 页 < 元 成 立 } 
其 中 Ai | 代表 A: 的 下 完备 。 此 外 , 我 们 可 以 将 算 子 4 = Drewe A(t) EMA: 
mal MO) Bei RATE A! 
0 7 ¢ Ui(Ai 1) 


。 声明 1: 4 是 定义 明确 的 ; 即 如 果 元 se Ai | Hne A; WA Am = Am). X 
RE, 因为 {4;} 是 一 个 链 ， 所 以 我 们 有 A C A; 或 者 A; C 4i。 在 这 里 我 们 只 考 
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È A; CA; 的 情况 CA; CA; 的 情况 可 以 通过 对 偶 性 进行 证 明 )。 存 在 一 个 下 闭 子 集 
N Cw? 满足 对 于 任意 的 元 e 8 都 有 AlN) = Aj (nm) ROL, 且 对 于 任意 的 元 Ewe \0 
都 有 A(T) = 0 RZ. Ane A; | 可 以 得 出 存在 满足 Am) 40 的 元 使 得 元 < 元 
成 立 。 因 为 元 4 woe\0, 即 元 e 2, HORAN, PURINA Te 2. Alt 
A(n) = Aj;(N)。 

声明 2: 4 = | |; Ai 实际 上 , 对 于 任意 的 i 都 有 A; | 是 下 闭 的 , 对 于 任意 的 元 e A; | 
都 满足 AT) = AN), 且 对 于 任意 的 元 e we \ (Ai |) 都 有 Alm) = 0。 所 以 , ACA 
E A 是 {Aj} 的 一 个 上 界 。 现 在 假设 BE {4;i} 的 一 个 上 界 : 对 于 任意 的 i 都 有 
Ai E B; 即 存在 下 闭 子 集 Qi S w2 满足 对 于 任意 的 元 e [2; 都 有 AlN) = Bn) 成 
立 ， 且 对 于 任意 的 元 Ew2\V2; 都 有 Alm) = 0。 通过 A; 的 定义 和 Q; 的 下 闭 性 , 可 
以 得 出 A; LE Ri 我 们 取 


Q= Us l) 


显然 人 是 下 闭 的 ,， 且 如 果 元 e we \ 0, BA Am) = 0。 男 一 方面 , 如 果 元 e 2, W 
么 存在 i 使 得 元 e Ai | MOL. 我 们 可 以 得 出 元 e 2; A Am) = AlN) = Bin). 因此 
A EBs O 
上 述 引 理 介绍 了 6 (G(20) @ A) 中 的 格 理论 结构 。 现 在 我 们 进一步 在 6 (G(H0) @ A) 
中 定义 两 个 代数 算 子 : 积 和 卫 式 组 合 。 我 们 将 用 这 两 种 算 子 定义 量子 程序 模式 中 顺序 组 合 和 
量子 case 语句 的 语义 。 
定义 7.4.2 ”对 于 任意 属于 OG(HC)OH) HEF A = TacucA f B = 
> rcuc 卫 (个 ， 可 以 将 它们 的 积 定义 为 : 


A-B= 》 (AT) - B) (7.20) 


且 该 积 也 属于 OIH) H) 

这 个 定义 是 对 传统 算 子 积 的 一 种 分 量 方式 的 扩展 : 对 于 任意 的 元 Ew2,， A(m)- B) 是 
(reo Hi) 8 R 中 的 算 子 AN) 和 Bim) 的 积 。 可 以 按照 相同 的 方法 对 公式 (7.1) 进行 简 
单 扩展 来 定义 自由 Fock 空间 中 算 子 的 卫 式 组 合 。 

EX 7.4.3 4cEC, {i} EM 的 一 组 标准 正 交 基 ， 且 令 对 于 任意 的 i HA A; = 
Daicwc Ailn) Æ OGHA) IA) 中 的 算 子 。 那么 沿 着 基 {|i)} 进行 的 算 子 A 的 卫 式 组 合 
为 


O(c |i) + Ai) = 2, (Esa) (7.21) 


元 EwC i 


注意 , 对 于 任意 的 元 Ew2, 站,(|i).(i| @ Ai(m)) 都 是 


.5MN2B(ne+1) ® ( CO x) 四 H 


dEC\ {c} 


中 的 算 子 。 因 此 Ole li) + Ai) € O(I) HW). 
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下 面 这 条 引 理 表明 自由 Fock 空间 中 算 子 的 积 和 卫 式 组 合 关于 平坦 序 是 连续 的 (参考 定 


义 3.3.5)。 
引 理 7.4.2 A {4;} 和 {Bj} &(O(G(HE)@H),C) 中 的 链 , 且 对 于 任意 的 i, {Ai;} 
298| BHR (O(I) O A), E) 中 的 链 。 那么 ， 
(1) LI; (Ay - B3) = (L; 4) - (L; B3) 


(2) U; O (6, li) > As) =O (c, li) > (Ly As 
证 明 : 因为 第 一 部 分 和 第 二 部 分 的 证 明 很 相似 ， 所 以 我 们 在 这 里 只 对 第 二 部 分 进行 证 
明 。 对 于 任意 的 i 我 们 假设 


aa = 》 Af) 


元 EwC 


通过 引 理 7.4.1 的 证 明 过 程 中 给 出 的 (6 (GA) @ A), E) 的 最 小 上 界 的 结构 , 我们 可 以 记 
Ay= >) Ail 


NENij 
其 中 , 对 于 任意 的 i WARE Nij Coo WA Uj Rij =l. BAHSH TRWA SRK 
和 式 的 末尾 , 我 们 可 以 进一步 确定 对 于 任意 的 i, 索引 集 02;; 是 相同 的 。 所 以 我 们 可 以 将 它 
简单 记 作 02;。 那 么 通过 定义 式 (7.21), 我 们 可 以 得 到 : 


LJO, l > Ai) -UX (de. T 


j NER. i 


=> (Esa) = O(¢, |i) > Ai) 口 


元 EwC i 


7.4.2 ”程序 模式 的 语义 泛 函 

定义 7.1.2 对 量子 程序 〈 即 不 包含 过 程 标识 符 的 程序 模式 ) 的 语义 进行 了 定义 。 有 了 上 
一 小 节 的 准备 , 我 们 现在 可 以 对 一 般 性 量子 程序 模式 的 语义 进行 定义 。 

令 P = P[Xi,… ,Xm] 是 包含 过 程 标识 符 X1,:… ,Xm 的 程序 模式 。 我们 将 P 中 出 现 
的 “硬币 ”的 集合 记 为 C。 对 于 任意 的 ce C, 令 A 是 量子 “硬币 ”c 的 状态 空间 。P HE 
系统 为 P 中 出 现 的 主 变量 表示 的 系统 的 组 合 。 令 H 是 主 系统 的 状态 空间 。 那 么 可 以 将 P 
的 语义 定义 为 上 一 小 节 介 绍 的 域 6 (G(He) @ H) 中 的 泛 函 。 

定义 7.4.4 ”程序 模式 P = P[X1,:… ,Xm] 的 语义 泛 函 是 一 种 映射 


[P] : 6 (G(Hc) ® W)” > 6 (G (Hc) ® H) 


对 于 任意 属于 OIH) @ H) 的 算 子 A1,… ,Am, 可 以 将 [P](4 Am) 归纳 定义 为 : 
(1) œ p= abort, 那么 [P](A1,… , Am) 是 零 算 子 


A= >> A(n) 


元 EwC 
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KPM PEE Tew? 都 有 AM) =0 (Beco HE") IW 内 的 单位 算 子 )。 
(2) 如 果 了 = skip, APA [P](Ai,---,Am) 是 单位 算 子 
A= >> A(n) 
元 EwC 
其 中 对 于 任意 的 元 EwC 都 有 AN) =I (Qe HE") OH 内 的 单位 算 子 ) 且 对 于 任意 的 
cEC, 都 有 me 大 0。 
(3) w R P=U[e,g], 那么 [P](Ai,---, Am) ZU 的 柱 形 扩张 : 


A= 》 Ain) 
元 EwC 
其 中 
4 万 = 五 @PDQUUOR 
该 等 式 中 : 


(a) 五 是 不 属于 己 中 的 “硬币 ”的 状态 空间 中 的 单位 算 子 。 
(b) DO) 是 Qer HEOTI 中 的 单位 算 子 。 
(c) I3 是 不 属于 9 中 的 主 变 量 的 希 尔 伯 特 状态 空间 中 的 单位 算 子 (对 于 任意 的 nn 之 1 
都 成 立 )。 
(4) wR P=Xj(1<j<m), 那么 [P](41,… , Am) = Ajo 
(5) wR P = Pi; Po, 那么 


[PI(Ai,:… , Am) = [Pe] (41, , Am) + [P] (41, -+ , Am) 


(参考 自由 Fock 空间 中 算 子 的 积 的 定义 式 (7.20)。) 
(6) w R P= qif [dj(Di:|i) > P;) fiq, 那么 


[P](A1,--+ , Am) =O (6, li) > [Pi](Ai, +++ ,Am)) 


(参考 自由 Fock 空间 中 算 子 的 卫 式 组 合 的 定义 式 (7.21)。) 

很 容易 发 现 当 m = 0 时, 即 P 不 包含 过 程 标 识 符 , 上 述 定义 会 退化 为 定义 7.1.2。 

正如 我 们 在 经 典 编程 理论 和 3.4 节 中 学 到 的 那样 , 递归 方程 所 涉及 的 函数 的 连续 性 对 于 
该 方程 的 解 的 存在 性 至 关 重 要 。 所 以 , 我 们 现在 对 前 面 定义 的 语义 泛 函 的 连续 性 进行 检验 。 
为 此 , BATS BRL 6 (G( HC) @ HA) PRR CPO 6 (GH) A) 中 平坦 序 的 分 
量 方式 定义 的 序 C: 对 于 任意 的 Ai, , Am, Bi,:… ,Bn E O(G(HE)@ H), 

o (Ai, ,Am) E (B1,… , Bm) 成 立 当 且 仅 当 对 于 任意 的 1<i< m, 都 有 A C Bio 
上 述 语句 中 符号 “C” 的 第 二 次 出 现代 表 O(G(He) @ HH) 中 的 平坦 序 。 那 么 (CLIA) 
H), E) 也 是 CPO。 此 外 , RITA: 

定理 7.4.1 (语义 泛 函 的 连续 性 ) ”对 于 任意 程序 模式 已 = P[X1,… ,Xm], 语义 泛 函 


[P] : (6 (G(4c) ® H)”, E) > (6 (G (HT) ® H), E) 


是 连续 的 。 
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证 明 : 通过 引 理 7.4.2 对 P 的 结构 进行 归纳 就 能 很 容易 地 完成 该 证 明 。 o 

本 章 定义 的 量子 递归 程序 和 3.4 节 定 义 的 递归 量子 程序 有 本 质 上 的 区 别 。 我 们 可 以 用 与 
处 理 经 典 编程 理论 中 的 递归 非常 类 似 的 方法 去 定义 递归 量子 程序 的 语义 。 更 确切 地 说 , 可 以 
通过 语义 泛 函 的 不 动 点 进行 合理 的 描述 。 但 是 仅仅 使 用 语义 泛 函 还 不 足以 描述 量子 递归 程 
序 的 行为 。 我 们 还 需要 产生 泛 函 的 概念 : 

定义 7.4.5 ”对 于 任意 “硬币 ”c E C, 可 以 将 产生 泛 函 


Ke: OGOH) 8 H) > CGH) YH) 
定义 为 : 对 于 任意 的 A = jiewc AN) € O(G(He) 9 H), 都 有 
K.(A)= J (l-8 A(n)) 
元 EwC 


其 中 LAH 中 的 单位 算 子 。 
我 们 发 现 AT) 是 (Quec 2) @ 6 中 的 算 子 , 然而 LOAN) HE 


FOO (Met) Q ( CO xo) Q H 


dEC\ {c} 
中 的 算 子 。 

在 某 种 意义 上 , 可 以 将 产生 泛 函 视 作 产 生 算 子 (定义 7.3.10) ER L(I) H) 中 
Nala. FEZA K. 可 以 将 H 的 所 有 副本 从 当前 位 置 向 右 移动 一 位 ,那么 对 于 任意 的 
i=0,1,2,---, 第 i 个 副本 将 变 为 第 (0+1) 个 副本 。 因 此 会 在 最 左边 产生 一 个 新 的 .和 副本 。 
对 于 其 他 “硬币 ”d，K 不 会 移动 .和 的 任何 一 个 副本 。 

显然 对 于 任意 两 个 “硬币 ”c,d， 相对 应 的 产生 泛 函 Ke M Ka 满足 交换 律 ， 即 


K.cKag=KaokK, 
注意 程序 模式 P 中 “硬币 ”的 集合 C 中 元 素 的 数量 是 有 限 的 。 假设 C = {ci,c2,… ,ck}。 那 
么 我 们 可 以 定义 产生 泛 函 
Ko =K,., °K. 0:::0 Ke, 
4 “Wn” RE C 是 空 集 时 , Kc 是 单位 函数 ,， 即 对 于 任意 的 4 都 有 KC(A) = A 成 立 。 


下 面 这 条 引 理 说 明了 在 自由 Fock 空间 中 的 算 子 之 间 平 坦 序 的 产生 泛 函 的 连续 性 。 
引 理 7.4.3 (FEL RHR) ”对 于 任意 的 cE C, PEZA 


KFKc : (0 (IH) 8 #) ,C) > (0 (IHT) ® H) ,C) 


具有 连续 性 。 
证 明 : 直接 通过 定义 即 可 证 明 。 口 
结合 语义 泛 函 的 连续 性 与 产生 泛 函 (定理 7.4.1 和 引 理 7.4.3), 我 们 可 以 得 到 : 
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推论 7.4.1 4 P= PIXi,… ,Xm] 是 程序 模式 , CO 是 书 中 出 现 的 “硬币 ”的 集合 。 我 
们 将 泛 函 
Kẹ 0 [P] : (8 (I (HT) 9 W)” , E) > (6 (Y(HAc) 8 H), E) 
定义 为 
(KG o [P]) (Ai,--- , Am) = [P] (Kec(A1),.: ;Ko(Am)) 
对 于 任意 的 A1,… , Am E O (IH) O H) MRA. MA KE o[P] 是 连续 的 。 
7.4.3 ”不 动 点 语义 


现在 我 们 已 经 为 使 用 标准 不 动 点 技术 定义 量子 递归 程序 的 指称 语义 做 了 充足 的 准备 。 让 
我 们 考虑 由 如 下 方程 组 声明 的 递归 程序 P: 


Xie P 
D: : (7.22) 
Xm = Pm 


其 中 P; = Pi[Xi,… ,Xm] 是 程序 模式 ， 它 包含 至 多 m 个 过 程 标识 符 Xi,… , Xm。 通 过 最 
后 一 个 小 节 定 义 的 泛 函 [] 和 Ko, 递归 方程 组 D 可 以 自然 而 然 地 归纳 出 语义 泛 函 : 


[D] : 6 (GHT) D XH)" > 6 (GH) D W)” 
我 们 可 以 将 其 定义 为 : 
[D](A1,--+ , Am) = (Kẹ o [P (A1; Am) , (KE o [Pm]) (A1, ,Am)) (7.23) 


对 于 所 有 的 Ai, Am E OIH) @ #) WRL, 其 中 C 是 D 中 “硬币 ”的 集合 ， 即 
Pi, Pm 中 的 一 个 。 通 过 推论 7.4.1, 我 们 可 以 发 现 : 


[D] : (6 (G( He) ® H)” ,C) > (6 (G(He) ® H)”, E) 


是 连续 的 。 那 么 通过 Knaster-Tarski 不 动 点 定理 (参考 定理 3.3.1) 可 以 断言 : [D] 有 最 小 不 
动 点 态 MDL 这 恰好 是 我 们 定义 P 的 语义 时 所 需要 的 。 
EX 7.4.6 iit D 声明 的 量子 递归 程序 P 的 不 动 点 (指称 ) 语义 为 


[Plsx = [PILEDD) 
即 如 果 uD] = (Ai1,… An) E O (O(A) @ W)”, 那么 
[Pl ix = [PAi -+ Am) 


(参考 定义 7.4.4。) 
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7.4.4 ”语法 逼近 

上 一 小 节 研 究 了 量子 递归 程序 的 不 动 点 语义 。 本 节 我 们 将 考虑 用 于 定义 量子 递归 程序 
WN MAIER. Hb, 我 们 还 将 证 明 本 节 定 义 的 语义 与 不 动 点 语义 是 等 价 的 。 

正如 7.2 节 最 后 所 讨论 的 那样 , 在 定义 “替换 ”的 概念 时 会 出 现 一 个 在 经 典 编程 理论 中 
不 会 出 现 的 问题 : 必须 避免 量子 “硬币 ”变量 冲突 。 为 了 解决 此 问题 , 我 们 假设 每 个 “硬币 ” 
变量 ce C 都 有 无 数 个 副本 co,ct ca,… H co = c。 我 们 用 变量 ct, co,… 来 表示 一 系列 与 
co = c 相同 的 粒子 。 那 么 我 们 可 以 对 7.1 节 定 义 的 量子 程序 模式 的 概念 进行 扩展 : 量子 程序 
模式 可 能 包含 不 只 一 个 “硬币 ”c, 还 可 能 包含 c 的 副本 cl cx,……。 我 们 将 这 样 的 量子 程序 
模式 称 为 广义 量子 程序 模式 。 如 果 广 义 量子 程序 模式 没有 包含 任何 过 程 标识 符 , 那么 我 们 就 
称 其 为 广义 量子 程序 。 有 了 这 些 假设 , 我 们 可 以 对 替换 的 概念 进行 介绍 。 

EX 7.4.7 A P= P[Xi,… Xm] 是 广义 量子 程序 模式 ， 它 包含 至 多 m 个 过 程 标 
识 符 X1,… Xmo € Q1,… Qm 是 广义 量子 程序 (不 包含 过 程 标识 符 )。 那 么 将 已 中 的 
XX1,… Xm 同时 用 Qi Qm 进行 替换 ， 可 以 得 到 


P[Q1/X1,°++ ;Qm/Xm!] 
我 们 可 以 将 其 归纳 定义 为 : 
(1) 如 果 P = abort, skip 或 者 么 正 变换 ， 那 么 
P[Q1/X1,°+- ;Qm/Xm] = P 
(2) #wRP=Xi(l<i<m), MPA 


P[Q1/Xi, as Qin} Xe = Qi 
(3) oR P = Pi; Po, MA 
PIQ1/X1,… ,Om/Xm] = P [Q1/X1,:- ,Qm/Xml]; PolQ1/X1,-++ ;Qm/Xm] 
(4) wÑ P= qif [c](Oi - |i) + Pi) fia, 那么 
P[Q1/X1,-*- ,Qm/Xm] = aif [c] (Oi - |i) > P;) fiq 

其 中 对 于 任意 的 i,，P/ 是 通过 将 PQX ,Qm/Xm] P e 的 所 有 第 j 个 副本 cj 用 第 
(j 十 1) 个 副本 cj+1 进行 替换 得 到 的 。 

注意 该 定义 中 的 子 句 (4), 因为 P 是 广义 量子 程序 模式 ， 所 以 “硬币 ”c 可 能 不 是 原始 
“硬币 ” 而 是 原始 “硬币”d e C 的 副本 di。 在 这 种 情况 下 , c 的 第 7 个 副本 实际 上 就 是 d 
的 第 (k +j) 个 副本 : 对 于 任意 的 j > —d, 都 有 Cj = (dk); 一 dk+jo 

将 “硬币 ”c 和 和 它 的 副本 c1,co,--- 当成 互 不 相同 的 变量 , 就 能 通过 定义 7.1.2 给 出 广义 
量子 程序 P 的 语义 。 对 于 任意 “硬币 ”c， 令 Ne 是 满足 Cm 在 P 中 的 索引 n 的 最 大 值 。 那么 P 
的 语义 [P] 是 (@.-c HO") IH 中 的 算 子 。 此 外 , 我 们 认为 [P] SEE 0A) #) 
中 的 柱 面 扩张 

> Um) e [PP 


Mew? 
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是 相同 的 , 其 中 对 于 任意 的 元 e wo, Im) Bice HE™ 中 的 单位 算 子 。 基 于 上 述 观察 ， 
我 们 可 以 给 出 前 面 定义 的 替换 语义 的 特点 。 
引 理 7.4.4 对 于 任意 的 (广义 ) 量子 程序 模式 P = P[X1,… ,Xm] 和 (广义 ) 量子 程 
序 Qiu Om 我 们 有 : 
[PIG Rn/Xn=(EcoPD)e ,[Qm]) 
= [P](K c([Qi]), -- »Ke([Qm])) 
其 中 Ko 是 产生 泛 函 ,CO 是 己 中 “硬币 ”变量 的 集合 。 
证 明 : 我 们 可 以 通过 对 P 的 结构 使 用 归纳 法 来 对 这 个 引 理 进行 证 明 。 
e 情况 1: P = abort, skip 或 者 么 正 算 子 。 这 种 情况 显然 成 立 。 
e 情况 2: P=X;(1<j<m). MA 
P[Q1/X1,: i Omn) Aral = Qm 
另 一 方面 , AA P 中 “硬币 ”变量 的 集合 是 空 集 : 
c ([Q;]) = [Q:] 
对 于 任意 的 1 < i < m 都 成 立 , 因此 通过 定义 7.4.4 的 子 句 (4), 我 们 可 以 得 出 : 


[PIQ1/X1,:… Qm/Xml]] = [Qm] 
= [P]([Q:],--- ,[Qm]) 
= [P](Kc([Qi)),--- ,Kc(lQm])) 
。 情 况 3: P= Pi; Po. 那么 通过 定义 7.1.2 HFA (3), EM 7.4.4 的 子 句 (5) 和 归纳 假 
设 , 我 们 可 以 得 到 : 
[PIQ1/X1; +, Qm/Xml]] = [Pr[Q1/X1, +++, Qm/ Xm]; P2lQi/X1, mn/Xn]] 
= [P2[Qi/X1,-++ ,Qm/Xml] [PQ1/ X11, , Qm/Xm] 
= [Po](Kc(1Qi]),--- ,-Ke(lQm])) - [Pil (K c(1Q:]),--- -Kc([Qm])) 
= [Pi; Po] (Kc([Q:]),--- -Kc([Qm])) 
= [P](Kc([Qi]),--- -Ke([Qm])) 


e 情况 4: P= qif [c|(Di- |i) 一 P;) fiq. MA 


其 中 P! 可 以 根据 定义 7.4.7 的 子 名 (4) 得 到 。 对 于 任意 的 i, 因为 “硬币 ”c 不 会 出 现 
在 PI}, 所 以 通过 归纳 假设 我 们 可 以 得 到 : 


[Pi[Q1/X1, uate »Qm/Xm]] = [P ‘il (Ko\te} ([Q11),:: “ ,Ko\te}([Qm])) 
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此 外 


[Pi] = K ([EPilQ1/%1,-++ On/Xn]) 
= K-([Pi](K oy {c}(1@1]), +++ Key {ce} (111) 
= [Pi]((K-° K ey 4e3)(IQi]),-*> (Ke 0 Koua) ([Qm])) 
= [Pi}(Kco(1Qi]),--- ,-Ko([Qm])) 
因此 , 通过 定义 7.1.2 的 子 句 (4). EX 7.4.4 的 子 句 (6) 和 公式 (7.21), 我 们 有 : 


[P[Q1/X1,--+ mn/Xm]] = Dilla ® [Fi]) 
= O(¢, ji) > [PIK o(1Q:]),--- ,-Ke([Qm]))) 
= [P](K c([Q:]),--- ,Kc([Qm))) 口 


从 本 质 上 而 言 ， 上述 引 理 表 明 广义 量子 程序 模式 的 语义 泛 函 实际 上 模 产 生 泛 函 是 组 合 


现在 我 们 可 以 基于 定义 7.4.7 对 语法 逼近 的 概念 进行 定义 。 
定义 7.4.8 
(1) 令 Xi1,… ,Xm 是 通过 递归 方程 组 D(7.22) 声明 的 过 程 标识 符 。 那 么 对 于 任意 的 
1 入 大 入 mm， 我 们 可 以 将 Xk 的 第 n KBB XK") 归纳 定义 为 : 
x = abort 
XO) = PX /Xi1,… ,XK /Xm], AFER n> 0 都 成 立 
(2) 令 忆 = PIXi1,… ,Xm] 是 通过 递归 方程 组 D(7.22) 声明 的 量子 递归 程序 。 那么 对 于 
任意 的 nn 之 0, 我 们 可 以 将 它 的 第 n KiKi P™ 归纳 定义 为 : 
P(0) = abort 
POHD = PIX /XI1,… XM [Xm], 对 于 任意 的 nn 之 0 都 成 立 
语法 逼近 实际 上 给 出 了 量子 递归 程序 的 操作 语义 。 与 经 典 编程 理论 相似 , “替换 ”代表 
所 谓 的 复制 规则 的 一 种 应 用 : 
。 在 程序 执行 的 过 程 中 , 程序 调用 就 是 将 程序 体 插入 到 产生 调用 的 地 方 。 
当然 , 通过 线性 算 子 的 运算 可 以 在 X(” 中 进行 简化 ; 例如 ， 
CNOT(q1, 42]; X [a2]; CNOT[q1, ,aa] 
可 以 通过 X[gz] 进行 替换 ， 其 中 q 和 gs 是 主 系统 变量 , CNOT 是 受 控 NOT 门 , X Æ NOT 
PT. 为 了 简化 描述 , 此 处 我 们 选择 不 对 这 种 简化 进行 详细 介绍 。 
在 经 典 情况 下 和 在 量子 情况 下 的 最 大 不 同 在 于 , 如 果 是 后 者 , 那么 当 我 们 通过 量子 递归 
程序 的 语法 逼近 对 其 进行 展开 时 ， 为 了 避免 变量 冲突 ， 需 要 不 断 地 引入 新 的 “硬币 ”变量 : 
对 于 任意 的 n>0, BH 


APEI a PARP Eae APIA] 
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BA Pe 中 的 每 个 “硬币 ”都 创造 一 个 新 的 副本 (参考 定义 7.4.7 的 子 句 (4))。 因 此 , 我 们 应 
当 将 量子 递归 程序 理解 为 具有 可 变数 量 粒子 的 量子 系统 ， 并 使 用 二 次 量子 化 的 方法 对 其 进 
行 描述 。 

注意 对 于 所 有 的 1 < k < m 和 n > 0, 语法 和 逼近 XO 是 不 包含 过 程 标识 符 的 广义 量子 
程序 。 因此 , 对 定义 7.1.2 按照 如 下 方式 稍 加 扩展 就 可 以 给 出 它 的 语义 [XL]: 允许 “硬币 ”c 
和 它 的 副本 cl cx,… 出 现在 同一 个 (广义 ) 程序 中 , 且 需 要 将 它们 视 作 不 同 的 变量 。 和 之 前 
一 样 ， 主 系统 是 由 P, , Pm 中 的 主 变 量 所 表示 的 子 系统 构成 的 复合 系统 ， 它 的 状态 空间 
AH. 假设 C 是 RP, Pm 中 出 现 的 “硬币 ”变量 的 集合 。 对 于 任意 的 ce OC, 我 们 将 量 
子 “硬币”c 的 状态 空间 记 为 . 毗 。 那 么 很 容易 发 现 [XM] 是 


n 


D (HE™ @ x) 
j=0 
中 的 算 子 , 其 中 He = Qcc Hoo 所 以 , 我 们 可 以 猜想 [XL] E 6 (G(He) @ H). Ehh, R 
们 有 : 
引 理 7.4.5 ”对 于 任意 的 1<k<m, [XON 是 关于 平坦 序 的 递增 链 ， 因此 


[XL] = tim [X14 [EX] (7.24) 


n=0 
属于 (5 (G(Ho)@ H),T)o 
证 明 : 我 们 通过 对 n 使 用 归纳 法 来 证 明 : 


PME Ry] 


因为 
[x 0] = [abort] = 0 


所 以 n=0 的 情况 并 不 重要 。 
一 般 地 , 通过 n -1 时 的 递归 假设 和 推理 7.4.1, 我 们 有 : 


[XKP] = Ke), Kel) 
T [P (Ke (Xi), K(X) 
= [Xe+9] 


其 中 C 是 D 中 “硬币 ”变量 的 集合 。 那么 根据 引 理 7.4.1, 可 以 发 现 最 小 上 界 (7.24) 是 存在 
的 。 口 
我 们 现在 准备 定义 量子 递归 程序 的 操作 语义 。 
EX 7.4.9 令 忆 是 通过 递归 方程 组 D(7.22) 进行 声明 的 量子 递归 程序 。 那 么 它 的 操 
作 语 义 为 
[Plo = [P] (XI , [XS°)]) 
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因为 算 子 [P] 是 基于 复制 规则 定义 的 , 所 以 我 们 将 它 称 为 操作 语义 。 但 由 于 Xi] < 
i<m) 中 包含 极限 的 概念 , 所 以 它 并 不 是 严格 意义 上 的 操作 语义 。 

量子 递归 程序 P 的 操作 语义 可 以 通过 它 的 (关于 声明 D) 语法 逼近 的 极限 进行 描述 。 

命题 7.4.1 AR (O(G(HC)@H),C) 中 满足 


[Plop = | | [P™] 
n=0 
证 明 : 从 引 理 7.4.4 可 以 得 出 
U [P™] F i (PTX, i X) /Xml] 
n=0 n=0 


= LPI (K(X PD, K(X) 


n=0 


其 中 Kc 是 与 P 中 “硬币 ”C 相关 的 产生 泛 函 。 但 是 ，P 中 所 有 的 “硬币 ”C 都 不 会 在 
xX ,.… XO 中 出 现 (参考 定义 7.1.3)。 所 以 l 
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对 于 任意 的 1<k<m 都 成 立 。 通 过 定理 7.4.1, 我 们 可 以 得 到 : 
Lie) = LPM. xg) 
n=0 n=0 


= [P] (Č [LE ,| | peg) 
n=0 n=0 


= [P] (Erl --- Npe h 
= [Plop 0 


直观 上 而 言 , 对 于 任意 的 n > 0, [PO] 表示 递归 程序 P 执行 到 第 n 步 时 的 部 分 计算 
ARO 。 因 此 上 述 命题 表明 完整 的 计算 结果 可 以 通过 局 部 计算 结果 来 近似 表示 。 

最 后 , 我 们 来 介绍 递归 程序 的 指称 语义 和 操作 语义 之 间 的 等 价 性 : 

定理 7.4.2 (指称 语义 和 操作 语义 之 间 的 等 价 性 ) ”对 于 任意 的 量子 递归 程序 P， 我 
们 有 : 

[Plax = [Plop 

证 明 : 通过 定义 7.4.6 和 7.4.9, 我 们 可 以 证 明 (AOL , [XS]) 是 语义 函数 [D] 
的 最 小 不 动 点 , 其 中 是 P 中 过 程 标识 符 的 声明 。 结 合 定理 7.4.1、 引 理 7.4.3 和 7.4.4, 可 
以 得 到 : 





这 里 的 部 分 指 的 是 非 完 全 , 只 标记 了 前 n 步 , 程序 可 以 执行 超过 n 步 , 这 时 n 步 的 结果 自然 是 局 部 的 了 。 
一 一 译 者 注 
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a= | |e 


= LJ, XOX 


n=0 


= LiP (Ko (x1) pee gle (X@1)) 
= [Pr] (xo (Chess) 11, Keo (Lies) ) 


n=0 n=0 


= [Pel (Ko (IXY) ,Ko (XI) 
对 于 任意 的 1 < k < mm 都 成 立 , 其 中 C 是 DD 中 “硬币 ”变量 的 集合 。 所 以 ([X{],--- xK) 
是 [D] 的 一 个 不 动 点 。 另 一 方面 , 如 果 (41,… , Am) € O (GH) @ W) 是 [D] 的 一 个 不 
动 点 , 那么 我 们 可 以 通过 归纳 法 证 明 对 于 任意 的 n > 0, 都 有 
(LX), xg) CIAren A] 

n =0 的 情况 显然 成 立 。 一 般 地 , 通过 n 一 1 的 递归 假设 、 推论 7.4.1 和 引 理 7.4.4, 我 们 可 以 
得 出 : 

(41 Am) m [D] (41, ; Am) 

= ((KG o [Pi]) (A1,:… ,Am),… , (KE © [Pm]) (A1,.… , Am)) 

3 (KE o [PD (XP, EP) (KE oPn)) (XL EXPY) 

= (区 X01) 


因此 , 它 满足 
(EO) = DL (P PON) E a Ad 
n=0 
E ($9 X61) 是 (D] 的 最 小 不 动 点 。 o 


根据 这 个 定理 ， 可 以 将 递归 程序 P 的 指称 语义 和 操作 语义 都 简单 地 写作 [P]。 但 是 
我 们 需要 对 由 关于 Xi1,… ,Xm 的 递归 方程 组 声明 的 递归 程序 P = P[X1,… , Xm] 的 语义 
[P] € 6 (F(A) 9 H) 与 程序 模式 已 = PLX ,Xm] 的 语义 函数 

[P] :6 (GH) D HY” > O (G(Ho) ® H) 


加 以 区 分 。 通 常 只 需要 结合 上 下 文 环境 就 可 以 做 出 判断 。 


7.5 ”恢复 对 称 性 与 反对 称 性 


上 一 节 对 如 何在 自由 Fock 空间 下 求解 量子 递归 方程 进行 了 研究 。 但 因为 这 些 解 不 保有 
对 称 性 或 者 反对 称 性 ， 不 能 直接 应 用 于 玻 色 子 的 对 称 Fock 空间 或 者 费 米 子 的 反对 称 Fock 
空间 ,所 以 在 自由 Fock 空间 中 找到 的 解 并 不 是 我 们 真正 需要 的 。 本 节 中 , 我们 将 用 对 称 化 
方法 将 自由 Fock 空间 中 的 每 一 个 解 都 转换 到 玻 色 子 或 费 米子 Fock 空间 中 去 。 
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7.5.1 “对 称 函 数 


首先 我 们 将 OOA) @ H) 中 的 一 类 名 为 对 称 算 子 的 子 域 隔离 出 来 。 正如 7.4.1 节 所 
述 , 令 H 是 主 系 统 的 状态 空间 , C 代表 “硬币 ”变量 的 集合 , H 


IH) ® H = (Q7) sx- Q (gær) 


cEC NEwC cEC 





其 中 w 是 非 负 整 数 集合 , 对 于 任意 的 CEC, FIH) 是 “硬币 ”c 的 状态 空间 .次 上 的 自由 
Fock 空间 。 将 定义 7.3.6 稍 加 扩展 , 可 以 得 到 : 

定义 7.5.1 ”对 于 任意 的 算 子 A = Drewe AM) €COG(M)@H), 如 果 对 于 任意 的 
TEWO, 任意 的 ceEC 和 0,1,… ,ne 一 1 的 任意 排列 7 都 有 Pr Fo A(T) 满足 交换 律 ; 即 


P, A(T) = A(T) P, 


那么 我 们 称 A 具有 对 称 性 。 
注意 在 上 述 定义 中 ，P. 实际 上 代表 它 的 柱 形 扩张 


Py ® Q n) @le (g) @H 
deC\{c} dec 
其 中 对 于 任意 的 de C\ {c}, a 是 A 的 单位 算 子 , 了 是 .和 6p 的 单位 算 子 。 

我 们 将 所 有 对 称 算 子 A es O( G(X) @ XH) 构成 的 集合 记 为 SOLA) I H) EN 
格 理论 结构 为 : 

引 理 7.5.1 (SO(G(He)@®H),C) & CPO (6 (Y¥(HE) ® H) ,C) 的 一 个 完备 子 偏 
序 。 

证 明 : 可 以 发 现 算 子 的 对 称 性 是 由 (6 (G(%) @ #),C) 的 最 小 上 界 所 保持 的 ; 即 如 果 
A, 具有 对 称 性 , 那么 ||, A; 同样 具有 对 称 性 , 这 在 引 理 7.4.1 的 证 明 过 程 中 已 经 提 到 过 。 O 
现在 我 们 将 通过 式 (7.14) 和 式 (7.15) 定义 的 对 称 函 数 扩展 到 空间 OGA) @ A) 中 。 
定义 7.5.2 
(1) 对 于 任意 的 元 E wo， 我们 可 以 将 空间 (Qee HO") OH 中 的 算 子 的 对 称 函 数 8 


sa- (1a) 5 |(@*-)4(8*)] 


对 于 任意 属于 (的 ,co HO”) 0H HEF 4 都 成 立 ， 其 中 {r} 遍历 所 有 以 C-indexed 中 
AEA THR, 对 于 任意 的 ceEC, re 是 0,1,… ,nc 一 1 的 一 个 排列 。 
(2) 可 以 将 对 称 函 数 扩 展 到 OIH) I H) F: 


S(A)= >, S(A(n)) 


元 EwC 


对 于 任意 的 A= Drevo Alf) € 0 (IH) @ H) 都 成 立 。 


定义 
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显然 , S(A) E€ SO(G(HC) OH). 上 述 定义 的 子 句 (1) 与 式 (7.15) 本 质 上 是 相同 的 , 只 
是 我 们 将 它 应 用 到 了 一 个 更 复杂 的 空间 (@.-c HE") @ HF. 将 子 句 (1) 按照 分 量 方式 
进行 扩展 可 以 得 到 子 句 (2)。 下 面 这 条 引 理 介绍 了 对 称 函 数 关 于 平坦 序 的 连续 性 。 

引 理 7.5.2 ”对称 函数 


S : (6 (G(He) 9 KH) ,C) > (SO (G (HT) ® H) ,EC) 
是 连续 的 。 
证 明 : 我 们 需要 证 明 
S (U a.) =| |S(4:) 
对 于 (6 (G(HC) 8 H) ,C) 中 的 任意 链 {Ai} 都 成 立 。 假设 A= |; Ar 那么 通过 引 理 7.4.1 
的 证 明 过 程 , 我 们 可 以 得 出 : 存在 满足 U; 2; = wo 的 2; 使 得 
A=) Am) E A= 》 Am) 


new NED; 


成 立 。 所 以 我 们 可 得 到 ; 
[|s(4;)=| | 2 sum) = } sAm) = S(A) o 


i NENI 元 EwC 


7.5.2 “量子 递归 程序 语义 的 对 称 性 

有 了 上 一 小 节 的 准备 ,我 们 现在 直接 将 对 称 函 数 作 用 于 量子 递归 方程 在 Fock 空间 上 的 
解 ， 就 可 以 给 出 对 称 或 者 反对 称 Fock 空间 中 的 量子 递归 程序 的 语义 。 

EX 7.5.3 令 忆 = PI[X1,… ,Xm] 是 通过 方程 组 D(7.22) 声明 的 量子 递归 程序 。 那 么 
它 的 对 称 语义 [P]sym 是 它 在 自由 Fock 空间 中 的 语义 [P] 的 对 称 曲 : 

[Plsym = S([P]) 
其 中 SS 23th RR, A 
[P] = [Plax = [Plop E 6 (F (HT) 8 #) 

(参考 定理 7.4.2)，C 是 万 中 “硬币 ”变量 的 集合 ,，. 知 是 万 的 主 系统 的 状态 空间 。 

直观 上 而 言 , 对 于 任意 的 “硬币 ”c eC, 我 们 用 we = + 或 者 - 分 别 来 表示 c 是 一 个 玻 
色 子 或 者 费 米 子 。 此 外 ， U 表示 序列 {ucjcec。 那么 


GHO) È R) Fo (H) S IHO) 
cEC 


根据 对 称 化 的 原理 , 程序 P 的 具有 物理 意义 的 输入 应 当 是 属于 空间 Y, (4c) @ W 的 态 |v). 
但 除非 它 满足 : 
[P]sym(l¥)) = S([P])(I¥)) € A(He) @ H 





O 即将 上 节 介 绍 的 对 称 函 数 作用 于 该 语义 上 。 一 一 译 者 注 
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否则 它 的 输出 PIW) 并 不 一 定 属于 Y, (4%) @ .和 色 ， 因此 也 就 并 不 一 定 具 有 实际 的 物理 意 
Me 

作为 命题 7.4.1 的 对 称 , 我 们 可 以 从 语法 逼近 的 角度 给 出 对 称 化 语义 的 一 条 特性 : 

命题 7.5.1 


[Plym = |_| S (IPI) 
n=0 
证 明 : 通过 命题 7.4.1 和 引 理 7.5.2 (对 称 函 数 的 连续 性 ), 可 以 得 出 : 
[Plsym = S([P]) = S (Č eo) = |_| sp) 0 
n=0 n=0 


7.6 ”量子 递归 的 主 系统 语义 


在 上 一 节 中 , 我 们 通过 将 量子 递归 程序 在 自由 Fock 空间 下 的 语义 进行 对 称 化 处 理 , 得 
到 了 量子 递归 程序 的 对 称 语义 的 概念 。 令 P 是 一 个 量子 递归 程序 , 它 的 主 变量 的 状态 空间 
AH, 它 的 “硬币 ”变量 的 集合 为 Co 那么 语义 [P] 是 空间 J)o 中 的 一 个 算 子 , 其 
H GHO) = @.cc Flo) 对 于 任意 的 ce C, M 是 “硬币 ”c 的 状态 空间 , F( Ho) BM. 
313| 上 的 自由 Fock 空间 。 此 外 ,我 们 令 


G,( Ho) = RQ) Fo. (Ho) 
cEC 

其 中 v 代表 序列 {fvucjcec， 且 对 于 任意 的 ce C， 如 果 “ 硬 币 ”c 是 通过 玻 色 子 实现 的 ， 那 
么 we = +; 如 果 “ 硬 币 ”c 是 通过 费 米子 实现 的 ， 那么 we = 一 。 因 此 ,对称 语义 [Pl]sym 是 
PAI R 中 的 一 个 算 子 。 从 上 一 节 的 讨论 中 我 们 发 现 , 引 入 量子 “硬币 ”C (和 它 的 副 
本 ) 仅仅 是 为 了 帮助 程序 P 的 执行 ， 而 不 是 让 它们 实际 参与 运算 。 我 们 真正 关心 的 是 主 系 
统 的 计算 过 程 。 更 确切 地 说 , 我 们 关注 的 是 在 主 变量 的 输入 为 jw) WN, 程序 P 的 计算 
过 程 。 假设 “硬币 ”变量 的 初始 态 为 V) GY, (Ho). 那么 程序 已 将 会 从 |W) ely) 开始 计算 。 
最 后 , P 的 计算 结果 将 被 会 存储 于 主 系统 的 希 尔 伯 特 空间 . 知 中 。 根据 上 述 观 察 , 我 们 可 以 
得 出 : 

定义 7.6.1 ”给 定 一 个 态 |W) € DlA) WARP RFHMWBAA |W) 的 程序 P 
的 主 系统 语义 是 从 H 中 的 纯 态 到 H 局 部 密度 算 子 ( 即 满足 迹 不 大 于 1 的 正定 算 子 ， 参 
考 3.2 节 ) 的 映射 P, VI: 

[P, ZI] (\v)) = tre, (x) (IB) (8)|) 


对 于 任意 属于 H 的 纯 态 | 都 成 立 ， 其 中 
I8) = [Plsym (|¥) ® I»)) 


[Plia P 的 对 称 语 义 ， 且 trg, (x) 是 G, (HC) 上 的 偏 迹 (参考 定义 2.1.99). 
作为 命题 7.5.1 的 一 个 推论 , 我 们 可 以 从 语法 逼近 的 角度 给 出 主 系统 语义 的 一 条 特性 : 
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命题 7.6.1 对 于 任意 的 量子 递归 程序 P, LEM “MP” AW) 和 任意 的 主 系统 
态 lY), 


[P, PIY) = L] troccsee" (IPn) (Onl) 
n=0 
其 中 C 是 己 中 “硬币 ”变量 的 集合 ， 
lën) = S ([P™ IW) 8 Iw))) 


BsFEEH n>0, PO 是 PP 的 第 n KK. 
练习 7.6.1 证 明 上 述 命题 。 


7.7 BF: 回顾 递归 量子 游 走 

上 一 节 设 计 了 量子 递归 程序 的 一 般 性 理论 。 为 了 说 明 上 一 节 的 观点 , 让 我 们 考虑 7.2 节 
中 定义 的 两 类 简单 的 递归 量子 游 走 。 

例子 7.7.1 ( 单 向 递归 Hadamard 游 走 ) ”回忆 例子 7.2.1， 我 们 将 单 向 递归 Hadamard 
游 走 定义 为 按照 

X = Trip) Sna (Trlpl; X) 

声明 的 量子 递归 程序 X. 

(1) 对 于 任意 的 n>0, 这 类 游 走 的 第 n 次 语义 逼近 为 


n-1 

x] = >， (Bin. (R| @ |L)a,(L ) moont (7.25) 
i=0 

其 中 do=d, 作为 属于 HE HHT, H(i) RH Hadamard KF H RMA (7.16) 的 方式 来 

定义 的 。 这 一 点 可 以 很 容易 地 通过 对 n 进行 归纳 来 得 到 ( 即 从 式 (7.25) op WS RISE 

始 进行 归纳 )。 因 此 ， 在 自由 Fock 空间 F(A) MH 中 的 单 向 递归 Hadamard 游 走 的 语义 

是 算 子 : 


[X] = lim [x] 


53 (ë a; (R| 8 |L)a,(L ) H(i) on (7.26) 


i=0 j=0 


co 


= Š (8 |R)a;(R| 8 |L)a, 站 @ ni (H @1) 


#=0 \j=0 


其 中 Ha =span{|L),|R)}, # =span{|n): n € Z}, I REER RARE A 中 的 单位 算 
F, H(i) 5X (7.25) 中 的 含义 相同 ， 且 
=) Hi) 
i=0 


是 在 自由 Fock 空间 FHA) PTR, KP Ha 是 方向 希 尔 伯 特 空 间 。 
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(2) 对 于 任意 的 1 > 0, 我 们 可 以 计算 对 称 性 : 


(Bim (R| ® |L)a at 
į “qe (Sin. (R| 8 |L)a (ol) 


0 
(其 中 区 遍历 0,1,… ,i 的 所 有 可 能 的 排列 ) 
1 


= 777 Ra (Rl 8 +++ 8 |R)a (R| 8 |L)a; (L| 8 |R)an (RI ++: 8 |R)a (RI) 
j=0 





AG: 


因此 ， 单 向 递归 Hadamard 游 走 的 对 称 语 义 为 : 
S[X] = (È Gi ® nit) (H @ 1) 
i=0 
例子 7.7.2 (双向 递归 Hadamard HA) ”让 我 们 考虑 双向 递归 Hadamard 游 走 的 语义 。 
回忆 例子 7.2.1， 它 是 通过 方程 组 


X = Trip] Snia (Trlpl; Y) 
Y = (Tr[p]; X) Suia Trip] 


声明 的 。 为 了 使 描述 更 简化 ， 我 们 需要 引入 一 些 记 号 。 对 于 任意 的 由 符号 Lf RARA 
5E X= oool…on_-1， 它 的 对 偶 为 


(7.27) 





žr L=RE R= L., iE 
|E) = |o0)do 8 |o1)a, BB |On—-1) dna 


为 空间 和 PL” 中 的 纯 态 。 那么 它 的 密度 算 子 表示 为 : 
n—1 


px = | ZNE] = Q lo;)a; (a5 


j=0 
此 外 ， 我 们 将 左 移 和 右 移 构成 的 组 合 记 为 : 


Ts = s! RE, TES ji p HAN 


(1) 自由 Fock 空间 中 的 程序 X fo Y 的 语义 为 


[X] = p (ps, om) (H 8 Ip) 
— (7.28) 


co 


[Y] = p> (ex; ® Tn) 


n=0 


(H & Ip) 





其 中 H 的 含义 与 例子 7.7.1 中 的 相同 ， 且 


同上 (RLFL n=2k+1 
"| (RL)ERR n=2k+2 
T, a Tr, 要 Fr n 是 奇数 
T2? n 是 偶数 

2} Tz- a Tr n 是 奇数 
T? n 是 偶数 
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从 式 (7.26) 和 式 (7.28) 中 可 以 发 现 , 单 向 递归 Hadamard 游 走 的 行为 与 双向 递归 Hadamard 
游 走 的 行为 之 间 差 异 非常 大 : 前 者 可 以 游 走 到 位 置 一 1,0,1,2,… 中 的 任意 一 个 位 置 ; 但 后 
者 中 的 X 只 能 到 达 位 置 -1 或 者 2, Y 只 能 到 达 位 置 1 或 者 -2 

(2) 通过 式 (7.27) 说 明 的 双向 递归 Hadamard 游 走 的 对 称 语义 为 : 


co 


[X] = È (mD Ta) 


n=0 





(H 8 Ip) 


oo 


D lón ® Tn) 


n=0 


[Y] = 








(H ® Ip) 
其 中 : 


ya = > Yer 
2k+1 re 
k 


2k+1 
k 


1 
62k+1 = Fa >. pA 
A 
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PRAM (k 十 1) AL fk A RRMA TEMAS, A 代表 由 大 个 二 和 (k +1) 个 
及 构成 的 所 有 可 能 的 符号 素 ， 且 


ea F 


Yea 


1 
i= 
| 2k+2 A 


k 





TRAH kA L Fe (k+2) 个 民 构 成 的 所 有 可 能 的 符号 囊 ,A 代表 由 (k 十 2) 个 工 和 天 个 
R 构成 的 所 有 可 能 的 符号 串 。 

(3) 最 后 ， 我 们 考虑 双向 递归 Hadamard 游 走 的 主 系统 语义 。 假 设 该 游 走 从 位 置 0 开 
始 。 
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(a) WR 硬币 ”是 玻 色 子 且 初始 态 为 


I2) = |L, L, -++ ,D+ = |La 8 |L)a, @ +++ @|L) an 


那么 我 们 可 以 得 到 : 
,i 
mhn | 
k 
[X]sym(|¥) 8 |0)) = 
calel 元 二 产科 
Van | oy 





其 中 古代 表 由 (k 十 1) ARLAkPRRAKRMHHATEHASE, ARAH k 
个 工 和 (k 十 2) 个 RR 构成 的 所 有 可 能 的 符号 串 。 因 此 当 “ 硬 币 ” 变 量 的 初始 态 
A |W) 时 ， 主 系统 语义 为 : i 


gn =at] n 是 奇数 
[X, ¥](|0)) = i 
元 |2) 人 2| n 是 偶数 
(b) 对 于 任意 属于 Ha 中 的 单 粒子 态 |W)， 其 相应 的 在 对 称 Fock 空间 Fi (M4) 中 的 
玻 色 子 相干 态 被 定义 为 : 





oo at n 
Woon =e (~ivIv)) > AOL o 


=0 


其 中 |0) 是 真空 态 ，ai(.) 是 产生 算 子 。 如 果 我 们 将 “硬币 ”变量 初始 化 为 |L) 相 
对 应 的 玻 色 子 相干 态 |Z)con， 那 么 可 以 得 出 


[X]sym(|Z)con 8 |0)) 
=-3|——— Ei | 81-0) 
k=0 | 2k+1 | 


和 1 
+= | ———— 314») | @ 2) 
k=0 ee "a Ag 
k 





其 中 Ik 代表 由 (k+1) 个 工 和 此 个 民 构 成 的 所 有 可 能 的 符号 囊 ，Ak 代表 由 上 
个 工 和 (k 十 2) 个 书 构 成 的 所 有 可 能 的 符号 串 。 因 此 当 “ 硬 币 ” 变 量 的 初始 态 
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为 |L)con 时 ， 主 系统 语义 为 : 


1 /之 1 1 
[X, Leon] (|0)) = a (È zail — 1)(—1|+ > sar 
= (i-u + Ge) 

将 上 述 例子 中 的 (3a) 与 (3b) 的 可 终止 性 进行 比较 是 很 有 意义 的 。 在 (3a) 中 , “硬币 ”的 
初始 态 为 一 个 n 粒子 态 ,， 所 以 量子 递归 程序 X 会 在 n 步 之 内 终止 ; 即 程序 在 步 之 内 终 
止 的 概率 为 pS = 1, 但 是 在 (3b) 中 ,“ 硬 币 ”的 初始 态 为 一 个 相干 态 ， 所 以 尽管 几乎 可 以 
确定 程序 X 会 终止 ,但 它 却 不 会 在 有 限 步 障 之 内 终止 即 对 于 任意 的 n 都 有 p < 1 H 


lim, 65 pis”) = Ve 


我 们 需要 指出 本 节 仅 对 两 类 最 简单 的 递归 量子 游 走 的 行为 进行 了 检验 。 其 他 类 型 递归 
量子 游 走 , 特别 是 通过 式 (7.7) 和 式 (7.9) 定义 的 递归 量子 游 走 , 分 析 起 来 会 非常 困难 。 这 将 
会 是 我 们 未 来 研究 的 一 个 课题 。 


7.8 〈 带 量 子 控制 的 ) 量子 while 循环 
上 一 节 对 量子 递归 的 一 般 形式 进行 了 深入 研究 。 在 本 节 中 , 作为 前 面 发 展 出 来 的 理论 的 
一 个 应 用 , 我 们 将 考虑 一 类 特殊 的 量子 递归 程序 , 即 带 量子 控制 流 的 量子 循环 。 
在 许多 编程 语言 中 ,while 循环 都 是 最 简单 且 最 常见 的 递归 形式 。 在 经典 编程 中 , 可 以 
将 while 循环 
while b do S od (7.29) 


视 作 通过 如 下 方程 声明 的 递归 程序 X: 
X  ifb then S; X else skip fi (7.30) 
其 中 履 是 布尔 表达 式 。 在 第 3 章 中 , 我 们 将 基于 测量 的 while 循环 
while M 回 =1do P od (7.31) 


定义 为 对 循环 (7.29) 的 一 种 量子 化 扩展 , 其 中 M 是 量子 测量 。 正 如 前 文 所 示 ， 因 为 它 的 执 
行 被 测量 M 的 测量 结果 所 控制 , 所 以 该 循环 的 控制 流 是 经 典 的 。 
结果 表明 循环 (7.31) 是 量子 编程 中 经 典 case 语句 的 递归 方程 


X <= if M[q]=0-— skip 
口 1+ P;X (7.32) 
fi 


的 解 。 我 们 在 第 6 章 中 指出 : 在 量子 化 的 情况 下 ， 有 两 种 不 同类 型 的 case 语句 : 式 (7.32) 
所 使 用 的 case 语句 ; 带 量 子 控制 的 量子 case 语句 。 此 外 ， 可 以 基于 量子 case 语句 的 概 
念 对 量子 选择 进行 定义 。 现 在 我 们 可 以 通过 将 式 (7.30) RA (7.32) 中 的 经 典 case 语句 
if-.-then---else---fi 用 量子 case 语句 和 量子 选择 进行 替代 来 定义 一 类 量子 while 循环 。 
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因为 这 类 新 的 量子 循环 继承 自 量子 case 语句 和 量子 选择 , 所 以 它 的 控制 流 是 真正 具有 量子 
特性 的 。 
例子 7.8.1 ( 带 量 子 控制 的 量子 while 循环 ) 
(1) 带 量子 控制 的 量子 while 循环 的 第 一 种 形式 为 : 
qwhile [cl = |1) do Ufq] od (7.33) 
ROTARI RR FAA PAH ETB RX 
X < qif{c] |0) 一 skip 
口 |1) + U[q]; xX (7.34) 
fiq 
其 中 c 是 量子 “硬币 ”变量 ,表示 一 个 量子 比特 。g 是 主 系统 变量 ，UJ 是 系统 4 的 状态 空间 
Hy, 中 的 么 正 算 子 。 
(2) 带 量子 控制 的 量子 while 循环 的 第 二 种 形式 为 : 


qwhile V[c] = |1) do Ufq] od (7.35) 
我 们 可 以 将 其 定义 为 按照 如 下 方式 声明 的 量子 递归 程序 X: 
X <= skip viq (Ula); X) 
= V [c]; qif{c]|0) 一 skip | (7.36) 
0 |1) > Ufa]; x 
fiq 
注意 ， 量 子 递归 方程 (7.36) 是 通过 用 量子 选择 @vi RRA (7.34) PH EF case 语句 
qif- - -fiq 得 到 的 。 

(3) 实际 上 ,因为 量子 循环 (7.33) 和 (7.35) 中 的 量子 “硬币 ”c 和 主 量子 系统 g 之 间 不 
存在 任何 相互 作用 ， 所 以 它们 并 不 那么 有 趣 。 经 典 循环 (7.30) 与 这 类 情况 类 似 ， 它 的 循环 卫 
Ab 与 循环 体 S 无 关 。 只 有 当 循环 卫 式 b 与 循环 体 9 共享 程序 变量 时 ， 经 典 循环 (7.30) 才 
会 真正 变 得 有 趣 。 同 样 ， 带 量子 控制 的 量子 while 循环 更 有 趣 的 形式 为 : 

qwhile W[c; q| = |1) do U[q] od (7.37) 
我 们 可 以 将 其 定义 为 按照 如 下 方式 声明 的 量子 递归 程序 X: 
X <= W(e, q]; qif{c]|0) 一 skip 
o |1) > Ula]; X 
fiq 
其 中 W 是 量子 “硬币 ”c 和 主 系 统 g 构成 的 复合 系统 的 状态 空间 HOH, 中 的 一 个 么 正 


HF. RT W 描述 了 “硬币 ”c 和 主 系统 dg 之 间 的 相互 作用 。 显 然 当 W=V@IT 时 , M 
IR (7.37) 会 退化 为 循环 (7.35), HPI RH 中 的 单位 算 子 。 
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将 上 述 例子 中 的 量子 循环 与 基于 测量 的 while 循环 (7.31) 进行 比较 会 很 有 趣 。 首先 , 我 
们 再 次 强调 前 者 的 执行 受到 量子 “硬币 ”的 控制 , 因此 它 的 控制 流 是 量子 的 ; 而 后 者 的 执行 
受到 测量 结果 的 控制 , 因此 它 的 控制 流 是 经 典 的 。 接 下 来 我 们 将 对 循环 (7.37) 的 语义 进行 仔 
细 研 究 , 这 样 可 以 帮助 我 们 进一步 理解 循环 (7.31) 和 (7.37) 之 间 的 不 同 。 

。 通 过 计算 可 以 发 现 ， 自由 Fock 空间 中 循环 (7.37) 的 语义 是 算 子 : 


[X] =$ (1)co(1] 8 (De 1] 8 +++ (1)e,_,(1|® (0er: (0| @ U*-![g]) 
k=1 
W [ck-1, q])W [ck-2, q] pate Wier, q\)W [co, q] 


= rae k-1 
a (名 |1)c; (118 |0)c,_, (0| ® a) II we 


kel j=0 j=0 
。 此 外 , 这 类 循环 的 对 称 语 义 为 


co 


k-1 
Xeon = >> jaw ®@ Ug) [I Wie;, i 
j=0 


k=1 


其 中 : 
k— 
A(k) = Ley Jeo(1] @ ++ 8 [Leg (L] @ [O)e, (018 [Degas (B @ [eg -id 
j=0 


。 现 在 我 们 对 特殊 情况 下 的 循环 (7.37) 的 主语 义 进行 研究 。 令 q 是 一 个 量子 比特 , U = 


H (Hadamard 门 ), W =CNOT ( 受 控 非 门 )。 如 果 我 们 将 “硬币 ”变量 初始 化 为 n- 
RATA . 


|w,) = |0， 1, er gd th. 5 |1)oo Diya lOe [Less iaia Dina 


j= 


并 令 主 系统 9 从 |-) = (10) - 11)) 态 开始 执行 , 那么 


In) © [X]eym (In) @ |-)) = (-1)"=IPn) ® In) 
其 中 
J +) ?是 偶数 
oa ee 
因此 ， 主 系统 语义 为 


[X, Yn] (| 一 )) = t g7(26,) (In) (Bn|) = lyn) al 


本 章 最 后 , 我 们 列举 几 个 有 待 进一步 研究 的 问题 。 

问题 7.8.1 虽然 本 章 介 绍 了 一 些 量 子 递归 的 例子 , 但 是 我 们 仍然 不 知道 哪些 计算 问题 
可 以 通过 量子 递归 的 方式 更 方便 地 解决 。 更 重要 的 问题 是 : 究 况 哪 种 物理 系统 可 以 持续 产生 
新 的 “硬币 ”并 实现 量子 递归 呢 ? 
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问题 7.8.2 ”我 们 还 没有 完全 理解 量子 递归 是 如 何在 其 计算 过 程 中 使 用 “硬币 ”变量 的 。 
在 递归 程序 的 主 系统 语义 的 定义 (定义 7.6.1) 中 “硬币 ”变量 在 Fock 空间 中 的 态 |W) 是 事 
先 给 定 的 。 这 意味 着 “硬币 ”变量 及 其 副本 的 态 是 一 次 性 给 定 的 。 但 也 不 能 排除 “硬币 ” 变 
量 的 副本 的 态 是 逐步 给 定 的 可 能 。 举 例 来 说 ， 让 我 们 考虑 由 


X <al((0)); Roy[cpliqiflcllo) 一 skip 
D1) > Trip]; X 
fiq 


声明 的 递归 程序 X, 其 中 af 是 产生 算 子 , c 是 “硬币 "变量 且 其 状态 空间 为 KH = span{|0),|1)}, 
变量 p 和 算 子 Tr 与 Hadamard 游 走 中 的 含义 相同 ， 


rlen = $ [Ry (sz) @ ht] 


和 R0) 是 将 布 洛 赫 球 上 的 量子 比特 以 y 轴 为 轴 进 行 旋转 的 操作 (参考 例子 2.2.3)。 因 为 在 
旋转 Ryl p) 的 过 程 中 需要 由 p 的 位 置 来 决定 旋转 的 角度 ， 所 以 它 实 际 上 是 一 种 受 控 旋转 。 
值得 注意 的 是 ， 通 过 在 量子 循环 (7.37) 前 面 加 上 一 个 产生 算 子 就 可 以 得 到 程序 X ERX 
从 位 置 0 开始 执行 且 “ 硬 币 ”c 的 初始 态 为 真空 态 |0), RATAR X 的 第 一 次 执行 视 为 下 
面 这 个 过 程 : 


a} (10)) 
一 


Rzld,p] 1 
|0)|0), 10)10)p 一 一 全 ya + |1))|0)p 


qififiq 1 
TN [(E, |0)|0)p) + (X, |1)|1)p)] 


上 个 式 子 末尾 处 第 一 次 配置 结束 , 但 第 二 次 会 按照 如 下 方式 继续 进行 计算 : 
at 
[IDs “Ss [0, 1) 10)» 9% 

从 这 个 例子 我 们 可 以 发 现 : 包含 产生 算 子 的 递归 程序 的 计算 过 程 与 不 包含 的 情况 的 差 
别 非常 大 。 对 允许 在 语义 中 出 现 产 生 算 子 的 量子 递归 进行 研究 将 非常 有 趣 。 

问题 7.8.3 本章 介绍 的 量子 递归 程序 理论 是 通过 Fock 空间 的 语言 进行 描述 的 。 我 们 
还 可 以 通过 占有 数 表示 论 (参考 [163] 一 书 的 2.1.7 节 ; 定义 7.3.9 中 介绍 的 粒子 数 算 子 的 概 
念 也 与 之 相似 ) 对 二 次 量子 化 进行 等 价 表示 。 给 出 量子 递归 理论 的 占有 数 重 述 。 

问题 7.8.4 ”我 们 在 第 4 章 中 定义 了 带 经 典 控制 流 的 量子 程序 的 Floyd-Hoare 逻辑 。 如 
何 设计 带 量子 控制 流 的 量子 程序 的 Floyd-Hoare 逻辑 呢 ? 


7.9 ”文献 注解 


3.4 节 对 带 经 典 控 制 流 的 量子 递归 (数据 全 加 范式 ) 进行 了 讨论 。 可 以 将 本 章 视 作 3.4 节 
在 程序 登 加 范式 方面 的 对 应 内 容 , 它 对 带 量子 控制 流 的 量子 递归 进行 了 处 理 。 本章 是 基于 文 
献 [222] 进行 论述 的 。 
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3.4 节 和 本 章 研究 的 量子 递归 都 是 对 命令 式 编程 中 的 经 典 递归 进行 的 量子 化 扩展 。[21] (第 
4 章 和 第 5 章 ) 和 [158] (第 5 章 ) 对 经 典 递归 程序 理论 进行 了 详细 介绍 。 [162] 一 书 中 包含 许 
多 递归 程序 的 例子 。 对 这 些 例子 在 量子 情况 下 的 对 应 内 容 进行 检验 将 会 很 有 趣 。 

和 演算 适用 于 处 理 递 归 和 高 阶 计算 ， 它 为 函数 式 量子 编程 提供 了 坚实 的 基础 。 和 演算 和 
函数 式 量子 编程 都 已 经 在 量子 化 的 情况 下 进行 了 扩展 ; 参考 8.3 节 及 其 带 的 参考 文献 。 但 目 
前 为 止 只 对 函数 式 量子 编程 中 带 经 典 控制 的 量子 递归 进行 了 研究 。 

本 章 主要 用 到 的 数学 工具 是 二 次 量子 化 方法 。7.3 节 中 用 到 的 相关 材料 都 是 标准 化 的 ， 
许多 高 等 量子 力学 的 教材 中 都 有 介绍 。 我 们 在 7.3 节 中 的 论述 极 大 程度 上 是 基于 文献 [163] 
进行 的 。 
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Foundations of Quantum Programming 


发 展 前 景 





第 8 章 | 


Foundations of Quantum Programming 


发 展 前 景 





在 前 面 几 章 中 , BNW BR BB BI AR, 系统 地 对 量子 编程 的 相关 基础 知识 
进行 了 研究 。 我 们 发 现 可 以 将 经 典 编程 中 的 许多 方法 和 技巧 扩展 到 量子 编程 中 。 另 一 方面 ， 
量子 编程 这 一 课题 并 不 只 是 将 经 典 情况 下 的 相关 内 容 进行 扩展 这 么 简单 ， 还 需要 处 理 很 多 
在 经 典 编程 中 不 会 遇 到 的 问题 。 量 子 系统 “奇特 ”的 本 质 导 致 了 这 些 问 题 的 产生 : 比如 量子 
数据 的 不 可 克隆 性 , 可 观测 量 的 不 可 交换 性 , 经 典 和 量子 控制 流 的 共存 性 。 这 些 使 得 量子 编 
程 成 为 一 个 丰富 且 令 人 兴奋 的 课题 。 

最 后 一 章 概述 量子 编程 进一步 的 发 展 方向 与 前 景 。 更 确切 地 说 ， 本 章 由 如 下 两 部 分 构 
成 ， 
。 在 量子 编程 及 其 相关 课题 中 还 有 很 多 非常 重要 却 没有 在 前 面 章节 介绍 的 方法 ， 本章 
将 简单 地 介绍 这 些 方法 。 
。 列 举 一 些 仍然 有 待 研究 的 问题 , 我 相信 这 些 问 题 在 该 课题 将 来 的 发 展 中 非常 重要 , 但 
前 文 并 没有 提 及 。 


8.1 ”量子 程序 与 量子 机 


理解 算法 、 程序 和 计算 机 的 概念 以 及 它们 之 间 的 关系 是 计算 机 科学 的 基础 。 所 有 这 些 基 
本 概念 都 已 经 在 量子 计算 的 框架 下 得 以 扩展 。 在 2.2 节 中 , 我 们 对 量子 线路 进行 了 研究 。 本 
书 中 关于 量子 编程 的 研究 主要 基于 量子 计算 的 线路 模型 。 本 节 中 , 我 们 将 考虑 量子 程序 和 其 
他 量子 计算 模型 之 间 的 关系 。 


量子 程序 与 量子 图 灵机 


Benioff [35 构建 了 图 灵机 的 量子 力学 模型 , 这 是 第 一 次 使 用 量子 力学 的 知识 对 计算 机 进 
行 描述 。 但 由 于 这 类 计算 机 只 能 在 计算 过 程 中 保持 量子 态 , 一 旦 计算 结束 它 的 磁 条 就 会 变 为 
经 典 态 , 所 以 它 并 不 是 真正 意义 上 的 量子 计算 机 。 第 一 个 真正 意义 上 的 量子 图 灵机 是 在 1985 
年 由 Deutsch [69] 提出 的 , 这 种 模型 中 的 磁 条 也 可 以 处 于 量子 态 。 文献 [38] 全 面 地 阐述 了 量 
子 图 灵机 的 相关 概念 。Yao 715) 指出 , 因为 可 以 在 多 项 式 时 间 内 将 量子 线路 模型 模拟 为 量子 
图 灵机 ,所 以 它们 在 本 质 上 是 等 价 的 。 

我 们 已 经 能 够 很 好 地 理解 图 灵机 和 程序 之 间 的 关系 了 , 参见 文献 [41,127]。 但 迄今 为 止 ， 
关于 量子 程序 与 量子 图 灵机 的 研究 还 少 之 又 少 , 仅 Bernstein 和 Vazirani B3 曾 对 此 展开 过 
一 些 有 趣 的 讨论 。 举例 而 言 , 量子 计算 中 程序 即 数据 的 概念 我 们 还 没有 完全 理解 。 似乎 这 个 
问题 与 本 书 第 二 部 分 所 研究 的 数据 琶 加 和 第 三 部 分 所 研究 的 程序 亚 加 都 不 相同 。 
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量子 程序 与 量子 计算 的 非 标准 模型 


量子 线路 和 量子 图 灵机 都 是 通过 对 经 典 情况 下 的 相似 概念 进行 扩展 所 得 的 。 但 是 还 有 
一 些 新 型 的 量子 计算 模型 ,它们 在 经 典 情况 下 没有 对 应 的 概念 : 

(1) 绝热 量子 计算 : 该 模型 由 Farhi 等 人 8 提出 。 这 是 量子 计算 的 一 个 连续 时 间 模 型 ， 
且 在 该 模型 中 量子 寄存 器 的 演化 过 程 由 一 个 缓慢 变化 的 哈密 尔 顿 算 子 决定 。 系 统 刚 开 始 的 
状态 是 初始 哈密 尔 顿 算 子 的 基态 。 计 算 问 题 的 解 将 被 编码 为 最 终 哈密 尔 顿 算 子 的 基态 。 如 果 
系统 的 哈密 尔 顿 算 子 演变 得 非常 缓慢 ， 那 么 量子 物理 中 的 绝热 理论 保证 了 系统 最 终 状 态 与 
最 终 哈 密 尔 顿 算 子 的 基态 之 间 的 误差 可 以 忽略 不 计 。 因 此 通过 测量 最 终 态 可 以 以 很 高 的 概 
率 得 到 该 计算 问题 的 解 。Aharonov 等 人 09 已 经 证 明了 绝热 型 计算 在 多 项 式 时 间 内 等 同 于 
线路 模型 中 的 量子 计算 , 并 且 我 们 可 以 将 其 视 作 一 类 特殊 类 型 的 量子 退火 算法 [136]。 

(2) 基于 测量 的 量子 计算 : 在 量子 图 灵机 和 量子 线路 中 , 我 们 主要 用 测量 来 从 最 终 量子 
态 中 提取 计算 结果 。 但 是 在 Raussendorf 和 Briegell183 设计 的 单 向 量子 计算 机 与 NielsenD75] 
和 Leung 设计 的 隐形 传 态 量子 计算 中 , 测量 将 扮演 更 为 重要 的 角色 。 在 单 向 量子 计算 机 
中 ,通用 性 计算 可 以 通过 单 量子 比特 测量 和 大 量 量子 比特 构成 的 一 类 称 为 “ 团 簇 态 ”的 特 
殊 纠缠 态 来 实现 。 隐 形 传 态 量子 计算 机 是 基于 Gottesman 和 Chuang 提出 的 隐形 传 态 量子 
门 804) 设计 的 , 它 可 以 通过 投影 测量 、 量 子 存 储 和 |0) 态 的 制备 来 实现 通用 性 的 量子 计算 。 

(3) 拓扑 量子 计算 : 在 构建 大 型 量子 计算 机 时 ， 如 何 克 服 量子 消 相 干 是 一 个 极 大 的 挑 
io 拓扑 量子 计算 由 Kitaev034 提出 , 它 采 用 一 种 非常 革命 性 的 策略 来 构建 更 稳定 的 量子 计 
算 机 。 这 类 模型 的 逻辑 门 可 以 由 一 类 被 称 为 “任意 子 ” 的 二 维 准 粒子 的 世界 线 弓 所 组 成 的 
“辫子 ”来 实现 。 它 的 特殊 之 处 在 于 小 的 扰动 不 会 影响 线 簇 的 拓扑 属性 。 这 使 得 量子 消 相 干 
现象 并 不 会 阻碍 拓扑 量子 计算 机 的 发 展 。 

迄今 为 止 , 关于 在 量子 计算 的 非 标准 模型 上 进行 编程 的 研究 非常 少 。 Rieffel 等 人 [187] 设 
计 了 一 些 用 于 在 量子 退火 设备 上 进行 编程 的 方法 。Danos 等 人 [63 提出 了 一 种 可 以 形式 化 
地 解释 基于 测量 的 量子 计算 的 演算 。Kliuchnikov 等 人 138 对 拓扑 量子 计算 的 编译 进行 了 探 
R. 

一 旦 这 些 模型 的 实现 变 为 可 能 , 这 些 研究 将 会 变 得 非常 有 价值 。 另 一 方面 , 因为 非 标 准 
型 模型 与 量子 线路 模型 的 基本 原理 并 不 相同 , 所 以 研究 起 来 难度 非常 大 。 举 例 而 言 , 拓扑 量 
子 计算 的 数学 描述 是 从 拓扑 量子 场 论 、 纽 结 理论 和 低 维 拓扑 的 角度 给 出 的 。 对 拓扑 量子 计算 
机 的 编程 方法 (比如 递归 程序 的 不 动 点 语义 ) 进行 研究 甚至 可 能 会 给 数学 领域 带 来 一 些 令 人 
兴奋 的 开放 性 问题 。 


8.2 ”量子 编程 语言 的 实现 


本 书 详细 介绍 了 量子 编程 的 高 级 概念 与 模型 。 从 实用 的 角度 来 说 , 实现 量子 编程 语言 和 
设计 量子 编译 器 是 非常 重要 的 。 在 早期 的 文献 中 已 经 有 关于 这 个 研究 方向 的 相关 内 容 。 举例 
而 言 ,Svore 等 人 707) 提出 了 一 种 分 层 量子 软件 架构 , 采用 四 相 设计 流程 对 量子 软件 的 执行 
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过 程 进行 描述 , 即将 高 级 量子 程序 通过 量子 汇编 语言 映射 到 量子 设备 上 。Zuliani243] 设计 了 
qGCL 语言 的 编译 器 , 它 可 以 通过 代数 变换 将 qdGCL 程序 转化 为 能 够 在 目标 机 器 上 运行 的 形 
式 。Nagarajan 等 人 [176] 基于 Knill 的 QRAM 模型 定义 了 一 种 混合 的 经 典 -量子 计算 机 体系 
结构 : 顺序 量子 随机 访问 存储 器 (Sequential Quantum Random Access Memory, SQRAM), 并 
提供 了 一 些 量子 汇编 语言 代码 的 样 例 。 此 外 , 他 们 还 为 Selinger 的 QPL 语言 的 子 集 设 计 了 
编译 器 。 文 献 [228] 介绍 了 如 何 将 本 书 第 3 章 定义 的 while 语句 的 量子 化 扩展 转化 为 经 典 流 
程 图 语言 的 量子 化 扩展 。 上 述 所 有 研究 都 是 以 量子 计算 的 线路 模型 为 基础 。 然 而 , 正如 上 一 
WATR, Danos 等 人 [63] 基于 测量 的 单 向 量子 计算 机 模型 设计 了 一 种 低级 编程 语言 。 

最 近 产 生 了 许多 关于 包含 量子 线路 优化 的 量子 编译 这 一 课题 的 研究 。 许 多 编译 技术 基 
于 近期 关于 量子 编程 语言 的 项 目 QuipperH06j 、LIGUil)215] 、Scaffold[3,126 和 QuaFL050] 被 开 
发 出 来 。 HAE, 在 最 近 几 年 内 量子 线路 的 优化 与 合成 得 到 了 极 大 的 发 展 , 参见 文献 [20,44- 
45 ,99,137,188,237,239]. 

目前 大 多 数 关 于 实现 量子 编程 语言 的 研究 都 是 在 研究 如 何 优化 量子 线路 。 除了 文献 [242] 
之 外 ,几乎 没有 关于 高 级 编程 语言 结构 (比如 量子 循环 ) 的 转换 与 优化 的 研究 ,但 实际 上 这 
是 一 个 非常 重要 的 问题 (可 参考 [13] 一 书 的 第 9 章 )。 特别 是 , 我 们 需要 检验 可 以 在 经 典 编 
译 器 优化 中 成 功 使 用 的 方法 (比如 循环 融合 与 循环 交换 ) 能 否 适用 于 量子 程序 。 另 一 方面 ， 
本 书 第 5 章 介绍 的 分 析 技 术 可 能 会 对 诸如 数据 流 分 析 和 量子 程序 的 见 余 消除 之 类 的 过 程 有 
所 帮助 。 

在 未 来 的 研究 中 ， 如 何 对 本 书 第 6 章 和 第 7 章 定义 的 使 用 量子 控制 的 量子 程序 进行 编 
译 也 是 一 个 非常 重要 的 问题 。 


8.3 ”函数 式 量子 编程 


本 书 着 重 于 研究 命令 式 量子 编程 ， 但 在 过 去 十 年 中 关于 函数 式 量子 编程 的 热度 一 直 很 

高 。 

入 演算 是 一 种 高 阶 函 数 的 表现 形式 ， 也 是 许多 重要 的 经 典 函 数 式 编程 语言 的 逻辑 基础 ， 
比如 LISP. Scheme, ML 和 Haskell。Mayminll65 和 van Tonder!? 在 对 入 演算 进行 定义 
时 , 提出 了 函数 式 量子 编程 的 概念 。 在 论文 [196-197,199] F, Selinger 和 Valiron 使 用 定义 完 
备 的 操作 语义 、 强 类 型 系统 和 实用 型 推理 算法 , 系统 地 设计 量子 入 演算。 正如 1.1.1 节 所 述 ， 
最 近 Hasuo 和 Hoshino015 以 及 Pagani 等 人 183 对 量子 和 演算 的 指称 语义 进行 了 定义 。 量 
子 数据 的 不 可 克隆 性 导致 量子 和 演算 与 线性 和 演算 密切 相关 。 将 高 阶 函 数 添加 到 Selinger 
的 量子 流程 图 语言 QFC094 中 , 可 以 得 到 一 种 量子 函数 式 编程 语言 ,Selinger 和 Valiron!!%! 
利用 量子 和 演算 为 这 种 量子 函数 式 编程 语言 的 线性 片段 提供 了 一 个 完全 抽象 的 模型 。 

Mu 和 Bird!73) 是 最 早 开 始 对 函数 式 量子 编程 进行 研究 的 学 者 之 一 。 他 们 设计 了 一 元 式 
量子 编程 方法 ， 并 使 用 Haskell 对 Deutsch-Josza 算法 进行 实现 。Altenkirch 与 Grattagel!4] 
对 函数 式 量子 编程 进行 了 系统 研究 。 正 如 1.1.1 节 所 述 ， 他 们 设计 了 一 种 函数 式 编 程 语言 
QML。Grattagel105] 使 用 Haskell 作为 编译 器 对 QML 进行 了 实现 。Altenkirch 等 人 05] 为 
QML 设计 了 等 式 理论 ,。 这 里 需要 指出 , QML 是 第 一 个 使 用 量子 控制 流 的 量子 编程 语言 , 但 
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它 的 定义 方式 与 本 书 第 6 章 和 第 7 章 介绍 的 方法 有 很 大 不 同 。 近 期 函数 式 量 子 编程 领域 中 
的 最 大 成 果 是 实现 了 Quipper!° 107] 和 LIQUil)215: 前 者 是 以 Haskell 作为 其 宿主 语言 
ARGS, SAMWKF F# 中 。 

相关 文献 中 所 有 的 量子 和 演算 和 函数 式 量 子 编程 语言 (除了 QML) 的 控制 流 都 是 经 典 
的 。 所 以 在 未 来 研究 中 , 如 何 将 第 6 章 和 第 7 章 介绍 的 量子 控制 流 (case 语句 、 量 子 选 择 与 
量子 递归 ) 纳入 量子 和 演算 和 函数 式 量子 编程 当中 将 是 一 个 值得 研究 的 问题 。 


8.4 ”量子 程序 的 范畴 语义 


本 书 中 ， 量 子 编程 语言 的 语义 是 在 量子 力学 的 希 尔 伯 特 空间 上 定义 的 。Abramsky 和 
Coeckel®) 提出 了 一 种 量子 力学 的 范畴 论 公 理化 方法 。 这 种 新 颖 的 公理 化 方法 已 经 成 功 地 解 
决 了 量子 基础 和 量子 信息 中 的 一 系列 问题 。 特别 是 , 它 为 量子 通信 协议 的 高 级 描述 和 验证 提 
供 了 有 效 的 方法 , 包括 隐形 传 态 、 逻辑 门 隐 形 传 态 和 纠缠 交换 。 此外, Abramsky 和 Duncan! 
设计 了 一 种 以 证 明 网 演算 的 形式 存在 的 强制 紧密 封闭 类 别 的 逻辑 ， 并 将 其 作为 分 类 量子 逻 
辑 。 它 特别 适用 于 对 量子 进程 进行 高 级 推理 。 

Heunen 和 Jacobs!!!) 从 分 类 逻辑 的 角度 对 量子 逻辑 进行 了 研究 , 他 们 证 明了 剑 号 内 核 
范畴 中 的 内 核子 对 象 恰好 具有 正 交 模 结 构 。Jacobs023] 使 用 分 类 的 方法 设计 了 一 种 量子 编程 
语言 中 的 块 结构 。 最近 , 他 提出 了 一 种 量子 系统 的 定量 逻辑 的 分 类 公理 化 方法 041, 其 中 量 
子 测量 是 从 仪器 可 能 对 被 测量 系统 产生 副作用 的 角度 定义 的 。 他 进一步 使 用 这 种 方法 来 对 
具有 测试 算 子 的 动态 逻辑 进行 定义 , 这 对 于 推导 量子 程序 和 量子 协议 非常 有 用 。 

量子 程序 设计 的 范畴 论 方法 将 会 是 一 个 很 有 前 景 的 研究 方向 。 特别 是 , 我 们 希望 有 一 种 
对 第 6 章 定义 的 量子 case 语句 和 量子 选择 以 及 第 7 章 中 基于 二 次 量子 化 定义 的 量子 递归 的 
范畴 描述 。 


8.5 ”从 并 行 量子 程序 到 量子 并 行 


本 书 只 对 顺序 量子 程序 进行 了 研究 , 但 是 还 有 很 多 文献 是 关于 并 发 性 和 分 布 式 量子 计 
算 的 。 
量子 进程 代数 

进程 代数 是 并 发 性 系统 的 一 种 常见 形式 模型 。 它 为 描述 进程 之 间 的 交互 、 通 信和 同步 性 
提供 了 数学 工具 。 此 外 , 它 还 证 明了 多 种 线性 法 则 , 并 为 解释 进程 之 间 行 为 等 价 提供 了 一 种 
形式 化 方法 。 一 些 学 者 提出 了 进程 代数 量子 泛 化 的 概念 。Gay 和 Nagarajanl93-9 为 了 给 量 
子 通信 协议 的 建 模 、 分 析 和 验证 提供 形式 化 方法 , 通过 添加 用 于 量子 态 测量 和 变换 的 原 语 ， 
并 允许 在 pi 演算 中 传输 量子 数据 的 方式 ,定义 了 CQP BE. 为 了 对 并 发 性 量子 计算 进行 
建 模 ,，Jorrand 和 Lalirel128,147] 通过 在 与 CCS 相 类 似 的 经 典 进程 代数 中 添加 乏 正 变换 、 量子 
测量 以 及 量子 态 通 信 的 原 语 的 方式 定义 了 QPAlg 语言 。Feng 等 人 [83-84,229] 为 并 行 量子 计 
算 提出 了 一 种 qCCS 模型 ， 这 类 模型 是 对 经 典 传 值 CCS 的 量子 化 扩展 , 且 可 以 对 量子 态 的 
输入 和 输出 以 及 量子 系统 上 的 么 正 变换 和 测量 进行 处 理 。 特别 是 ,该 模型 还 引入 了 量子 进程 
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之 间 的 互 模拟 的 概念 , 并 建立 了 进程 之 间 的 一 致 性 。 此 外 , 文献 [81, 85, 229] 还 提出 了 量子 进 
程 代数 的 符号 互 模拟 和 近似 互 模拟 ( 互 模拟 度量 ) 的 概念 。 我 们 可 以 将 近似 互 模拟 用 于 对 由 
一 些 (通常 是 有 限 多 个 ) 特殊 量子 门 构成 的 量子 进程 的 实现 进行 描述 。 临 界 值 定理 是 容错 量 
子 计算 领域 中 最 伟大 的 成 果 之 一 , 它 意 味 着 只 要 各 个 量子 门 中 的 噪声 低 于 某 一 确定 的 常数 ， 
就 可 以 有 效 地 执行 任意 大 型 的 量子 计算 。 但 这 个 理论 只 考虑 了 顺序 量子 计算 的 情况 。 将 它 
在 并 发 性 量子 计算 的 情况 下 进行 扩展 将 会 是 一 个 极 大 的 挑战 。 近 似 互 模拟 为 我 们 提供 了 一 
个 形式 化 工具 , 用 于 观测 在 基本 逻辑 门 实现 过 程 中 可 能 存在 误差 的 情况 下 , 并 行 量子 计算 的 
鲁 棒 性 究竟 如 何 。 我 推测 这 可 能 会 对 我 们 设计 并 发 性 量子 计算 下 的 (容错 ) 临界 值 定理 有 所 
帮助 。 

量子 进程 代数 已 被 用 于 验证 量子 加 密 协 议 、 量 子 纠 错 码 和 线性 光学 量子 计算 的 正确 性 
和 安全 性 [24-25, 67-68, 89-90, 98, 141, 143, 219]。 


量子 并 发 性 


量子 通信 协议 的 规范 与 验证 中 的 应 用 程序 导致 了 对 量子 进程 代数 的 研究 。 实际 上 , 量子 
编程 中 的 并 发 性 还 有 男 一 点 重要 意义 : 虽然 已 经 论证 了 量子 计算 设备 的 可 行 性 , 但 以 目前 的 
技术 仍然 无 法 控制 它 。 所 以 , 可 以 用 两 个 或 者 更 多 小 型 可 控 的 量子 计算 机 组 成 大 型 的 量子 计 
算 集 群 。 近 些 年 报道 了 很 多 关于 分 布 式 量子 计算 的 物理 实现 的 实验 。 而 在 这 类 分 布 式 量子 计 
算 集 群 上 进行 编程 ,并 发 性 是 一 个 不 可 避免 的 问题 。 

将 并 发 性 和 量子 系统 组 合 在 一 起 会 产生 许多 怪异 的 现象 , 这 理解 起 来 会 非常 困难 。 目前 
关于 这 个 方向 的 研究 都 是 并 发 量子 程序 ,而 非 量子 并 发 程序 。 举 例 而 言 ，Yu 等 人 P 将 并 
发 量子 程序 定义 为 由 经 典 的 公平 性 理论 来 决定 执行 过 程 的 量子 进程 的 集合 。 但 是 量子 并 发 
程序 的 行为 更 加 复杂 。 我 们 在 对 量子 并 发 程序 的 执行 模型 进行 定义 时 需要 更 加 谨慎 , 因为 在 
量子 化 的 情况 下 可 能 会 出 现 许 多 新 的 问题 : 

(1) 在 分 析 经 典 并 发 性 程序 的 时 候 大 量 使 用 了 抽象 交错 技术 。 但 是 量子 进程 之 间 的 纠缠 
使 得 我 们 不 得 不 限制 这 种 技术 的 使 用 。 第 6 章 和 第 7 章 定义 的 程序 又 加 的 存在 ,使 得 这 个 
问题 变 得 更 加 困难 。 举 例 而 言 , 如 何 将 量子 进程 代数 中 的 求 和 算 子 用 量子 选择 来 蔡 代 ? 

(2) 物理 学 研究 表明 量子 态 中 可 能 存在 某 些 新 的 同步 机 制 。 例如 ,可 以 使 用 纠缠 来 打破 
经 典 同步 bo0 中 的 某 些 极 限 。 一 个 有 趣 的 问题 是 : 如 何 将 这 种 新 的 同步 机 制 纳入 量子 并 发 
编程 ? 

(3) 如 何 定义 公平 性 的 概念 以 使 其 可 以 更 好 地 体现 进程 的 量子 特性 和 进程 之 间 的 纠缠 
尚 不 得 而 知 。 对 “量子 硬币 ”的 概念 进行 扩展 并 利用 “量子 游戏 ”168 中 的 一 些 观点 去 控 
制 量 子 并 发 编程 中 的 进程 可 能 是 解决 这 个 问题 的 一 种 方法 。 


8.6 ”量子 编程 中 的 纠缠 


量子 计算 的 相关 研究 刚 开始 ， 人 们 就 意识 到 纠缠 的 存在 将 是 量子 计算 机 在 性 能 上 胜 过 
经 典 计 算 机 最 重要 的 原因 之 一 。 但 是 我 们 在 之 前 的 章节 中 并 没有 对 量子 编程 中 的 纠缠 进行 
介绍 之 所 以 这 么 做 , 是 因为 迄今 为 止 几乎 没有 针对 这 个 方向 进行 的 研究 。 在 这 里 , 将 介绍 
一 些 与 量子 编程 有 直接 或 间接 联系 的 关于 纠缠 的 研究 。 
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一 些 学 者 对 纠缠 在 顺序 量子 计算 中 扮演 的 角色 进行 了 分 析 ， 比 如 文献 [130]。Jorrand 和 
Perdrixl129] 以 及 Hondal113] 使 用 抽象 释义 技术 对 使 用 与 量子 while 语言 相 类 似 的 语言 进行 
编程 时 的 纠缠 演化 进行 了 研究 。 量 子 编程 语言 Scaffoldfal 的 编译 器 [129 可 以 帮助 我 们 对 纠 
缠 进 行 保守 性 分 析 。 文献 [230] 发 现 , 纠缠 会 导致 信息 泄露 ， 因 此 特洛伊 木马 可 能 会 利用 自 
身 与 具有 敏感 信息 的 用 户 之 间 的 纠缠 作为 隐蔽 通道 进行 通信 。 这 对 量子 计算 中 基于 编程 语 
言 的 信息 流 的 安全 性 是 一 个 极 大 的 挑战 。 

相 较 于 顺序 量子 计算 (51,58]， 并 发 性 和 分 布 式 量子 计算 中 的 纠缠 似乎 更 为 重要 。 文 献 
[226] 定义 了 一 种 可 以 描述 分 布 式 量子 计算 线路 和 纠缠 资源 的 代数 语言 。 文献 [83-85,229] 注 
意 到 在 对 量子 进程 代数 中 的 并 行 组 合 保留 下 来 的 互 模拟 进行 定义 时 ,纠缠 会 给 我 们 带 来 额 
外 的 麻烦 。 相反 , 量子 进程 代数 给 予 我 们 一 种 可 以 对 并 发 性 量子 计算 中 纠缠 扮演 的 角色 进行 
检验 的 形式 化 框架 。 上 一 节 中 , 我 们 已 经 对 纠缠 可 能 会 给 量子 并 发 程序 的 执行 模型 中 抽象 交 
错 所 带 来 的 影响 进行 了 介绍 。 

希望 今后 在 量子 编程 特别 是 按照 并 发 性 和 分 布 式 计 算 的 方式 进行 的 编程 中 ， 纠 缠 性 研 
究 能 够 取得 更 丰硕 的 成 果 。 


8.7 ”模型 检测 量子 系统 


第 4 章 和 第 5 章 对 ( 带 经 典 控制 的 ) 量子 程序 的 分 析 和 验证 技术 进行 了 研究 。 将 这 类 研 
究 进行 扩展 , 就 可 以 得 到 模型 检测 量子 程序 与 通信 协议 。 实际 上 在 过 去 十 年 中 开发 的 模型 检 
测 技术 , 不 仅 可 以 应 用 于 量子 程序 , 还 可 以 在 一 般 性 量子 系统 中 应 用 。 
早期 的 工作 主要 集中 在 对 量子 通信 协议 的 检测 上 。Gay 等 人 (99) 使 用 概率 性 模型 检测 器 
PRISM” 46) 验证 了 包含 BBS! 在 内 的 多 种 量子 协议 的 正确 性 。 此 外 ,他 们 还 设计 了 一 种 
自动 化 工具 QMC (量子 模型 检测 器 ) 97. QMC 使 用 稳定 器 形式 T 对 系统 进行 建 模 ， 需 
要 检测 的 属性 应 使 用 Baltazar 等 人 设计 的 量子 计算 树 形 逻辑 B1 进行 表示 。 
但 是 为 了 设计 可 以 适用 于 包含 量子 程序 在 内 的 一 般 性 量子 系统 的 模型 检测 技术 ,我 们 
必须 解决 两 类 问题 : l 
。 需要 明确 地 定义 一 个 概念 框架 , 并 能 够 在 此 框架 内 对 量子 系统 进行 解释 。 这 包括 : 量 
子 系统 的 正规 模型 ， 能 够 对 需要 检测 的 量子 系统 属性 进行 正规 化 描述 的 规范 语言 。 
。 能够 应 用 模型 检测 技术 的 经 典 系统 的 状态 空间 通常 都 是 有 限 维度 或 者 可 数 无 限 维度 
的 。 但 即使 量子 系统 的 状态 空间 是 有 限 维度 的 , 它 本 质 上 也 是 连续 的 , 所 以 我 们 需要 
对 状态 空间 的 数学 结构 进行 探讨 , 这 样 只 需要 检验 有 限 数 量 (或 者 至 多 无 限 可 数 个 ) 
的 代表 元 素 就 足够 了 ， 比 如 那些 在 标准 正 交 基 上 的 元 素 。 
目前 关于 量子 模型 检测 的 文献 中 , 主要 考虑 的 量子 系统 模型 有 两 类 : 量子 自动 机 或 者 量 
子 马尔 可 夫 链 及 马尔 可 夫 决 策 过程 。 我 们 可 以 通过 勾 正 变换 对 量子 自动 机 的 行为 进行 描述 。 
而 量子 马尔 可 夫 模 型 可 以 被 视 作 广 义 的 量子 自动 机 , 所 以 我 们 可 以 通过 一 般 性 量子 操作 (或 
者 超 算 子 ) 对 其 行为 进行 描述 。 
既然 模型 检测 中 的 许多 关键 问题 都 可 以 简化 为 可 达 性 问题 ， 那 么 本 书 5.3 节 所 介绍 的 
量子 马尔 可 夫 链 的 可 达 性 分 析 就 为 量子 模型 检测 技术 提供 了 基本 原理 。 文 献 [231] 对 量子 系 
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统 的 线性 时 间 属 性 进行 了 研究 ， 它 将 线性 时 间 属 性 定义 为 通过 希 尔 伯 特 空间 的 闭 子 空间 建 
模 的 原 命题 集合 的 无 限 序 列 。 但 截至 目前 还 没有 研究 是 关于 更 一 般 性 时 间 属 性 的 。 实 际 上 ， 
物理 学 家 已 经 对 如 何 定 义 量子 系统 的 一 般 性 时 间 逻 辑 这 一 问题 研究 了 很 长 时 间 比如 文献 
[125]), 但 我 们 仍然 不 知道 该 如 何 合理 地 回答 这 一 问题 。 

Gudderl!!! 和 Feng 等 人 B3 设计 了 另 一 类 量子 马尔 可 夫 链 。 因 为 这 类 马尔 可 夫 链 是 通 
过 将 经 典 马尔 可 夫 链 中 的 转移 概率 通过 超 算 子 进行 奉 换 所 得 ， 所 以 可 以 将 其 称 为 超 算 子 值 
马尔 可 夫 链 。Feng 等 人 BI 进一步 发 现 ， 如 果 将 超 算 子 值 马尔 可 夫 链 用 于 对 量子 程序 进行 
高 级 描述 将 会 非常 方便 ， 他 们 还 为 其 设计 了 一 种 模型 检测 技术 。 在 这 种 模型 检测 技术 中 将 
PCTL( 概 率 计 算 树 形 逻辑 ) 中 的 概率 用 超 算 子 进 行 替 换 ， 并 以 此 定义 了 一 种 称 为 QCTL( 量 
子 计 算 树 形 逻 辑 , 但 是 与 文献 [31] 中 的 不 同 ) KE. Feng, Hahn, Turrini 和 Zhangls6] 还 
实现 了 一 种 基于 文献 [88] 的 模型 检测 器 。 此 外 ，Feng 等 人 87) 还 对 递归 超 算 子 值 马尔 可 夫 
链 的 可 达 性 问题 进行 了 研究 。 


8.8 ”应 用 于 物理 学 的 量子 编程 


当然 , 研究 量子 编程 主要 是 为 了 今后 可 以 在 量子 计算 机 上 进行 编程 但 是 量子 编程 中 的 
一 些 思想 、 方 法 和 技术 也 同样 可 以 在 量子 物理 与 量子 工程 中 应 用 。 

许多 著名 的 物理 学 家 都 认同 宇宙 是 一 台 量 子 计 算 机 这 一 假设 855213 。 如 果 你 接受 这 个 
假设 的 话 , 也 许 你 会 乐意 接受 我 进一步 的 假设 : 自然 界 是 一 位 量子 程序 员 。 此 外 , 我 相信 如 
果 将 程序 设计 理论 中 的 一 些 思想 引入 量子 物理 学 , 有 可 能 为 物理 学 提供 一 个 全 新 的 视角 。 举 
例 而 言 ，4.1.1 节 定 义 的 量子 最 弱 前 置 条 件 的 概念 给 予 我 们 一 种 全 新 的 反 向 分 析 量 子 系统 的 
方法 。 最 近 ， 有 学 者 将 Floyd-Hoare 逻辑 进行 扩展 ,并 以 此 来 对 由 微分 方程 描述 的 连续 演化 
动态 系统 进行 解释 [46,180]。 可 以 基于 这 项 成 果 和 4.2 节 介 绍 的 量子 Floyd-Hoare 逻辑 ,设计 
一 套 对 由 苹 定 计 方 程 描述 的 连续 时 间 量子 系统 进行 解释 的 逻辑 , 这 将 会 很 有 趣 。 

Dowling 和 Milburn”! 指出 , 我 们 现在 正 处 于 第 二 次 量子 革命 中 : 从 量子 理论 到 量子 工 
程 的 转变 。 量 子 理 论 的 目的 是 找 出 自然 界 中 物理 系统 的 基本 规律 。 然 而 , 量子 工程 则 是 为 了 
设计 全 新 的 系统 (机 器 、 设备 等 ), 并 基于 量子 理论 去 解决 一 些 目前 尚 不 能 解决 的 问题 。 

目前 的 工程 经 验 表明 : 人 类 设计 师 并 不 能 完全 理解 他 们 自己 设计 的 系统 的 行为 , 设计 中 
的 bug 可 能 会 导致 严重 的 问题 甚至 是 灾难 。 所 以 , 复杂 工程 系统 的 正确 性 、 安 全 性 和 可 靠 
性 在 工程 领域 是 一 个 非常 重要 的 问题 。 当然 , 让 系统 设计 师 去 理解 量子 系统 的 行为 会 更 加 困 
难 , 所 以 上 述 问题 在 量子 工程 中 会 更 加 普遍 、 更 加 严重 。 可 以 用 量子 程序 的 验证 与 分 析 技 术 
去 设计 和 实现 一 些 用 于 验证 量子 工程 系统 正确 性 和 安全 性 的 自动 化 工具 。 此外, 上 一 节 介绍 
的 量子 系统 模型 检测 技术 (59,159 在 量子 工程 中 也 会 非常 有 用 。 将 这 些 研 究 与 量子 模拟 相 结 
合 肯 定 会 大 有 成 效 。 
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